Capitulo 1

Estabilidad Estructural

1 Preliminares

Definicién 1.1 (Formas r—Ilineales). Tomando r > 2, decimos que una funcién del
producto de espacios vectoriales {Ei}i€{1,2 77777 ry al espacio vectorial F'

,,,,,

M (v + au; + fu;) = aM (v + u;) + BM (v + w;)
Denotamos el conjunto de formas r—lineales entre dos espacios como Mult”(Ey, ..., E,; F)

Notacién 1.2. Cuando r = 1 las formas son lineales y se denota segtin la teoria basica
del lgebra lineal Mult'(E, F) = Hom(E, F)

Cuando para algtn r, el mapeo M sea r—lineal entre espacios de salida {Ei}ie{l,Q ,,,,, r}
y F'; diremos que la forma es multilineal.

Definicién 1.3 (Funciones de Medidas). Sea A conjunto y S familia de conjuntos.

Sea

F={9g: A= X|XeS}

familia de funciones con dominio A y rango un miembro de S.
Sea

H={r:X—->Y|X,YeS}

Familia de funciones con dominio y rango en S.
Asumimos que H tiene la estructura:

1. H contiene la funcién identidad de cada miembro de S. (VX € S, Idx € S)
2. H is cerrado bajo la operacion (asociativa) de composicién de funciones.(HoH C H)

3. Dado 7 € H,f € F, la composicion 7 o f es definida y estd en F. (Ho F C H)

7
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Decimos que la famliia H es la familia de medidas y sus miembros son funciones de
medidas.

Un par (S,f: A— S),donde S € Sy f =F, tiene la propiedad universal para la
familia F, o es un par universal para (F,H), si:

Vg: A= X)eF,ANr:S—=X)eH:g=7o0of

Si acontece, se dice que todo g € F puede ser factorado mediante f.
La tnica funcién de medidas 7 se dice morfismo mediante para g

Comentario 1.4. La idea central detras de factorar es poder distinguir con las funciones
en los valores de A la informacién distinta (que vamos a medir). Por tanto lo que g
distinga, f distinguird (y esa distincién o comparacién sera nuestra medida, que no debe
confundirse con teoria de la medida).

Es decir: f(z) = f(y) = 7(f(2)) =7(f(y)) = 9(z) = g(y)

Luego: g(x) # g(y) = f(z) # f(y)

Luego el dato: "z, y son distintos para la funciéon ¢” implica el dato: "x,y son distintos
para la funcion f”.

Si 7 es inyectivo, la unica diferencia entre f, g es el valor de las etiquetas o valores de
imagen.

Normalmente 7 puede ser no inyectiva, en cuyo caso f contiene mas informacién que
g.

Visualizacién 1.5. Tomemos el siguiente diagrama para visualizar como H mide de
forma mas "universal” la informacién de los g en F

S

Con el diagrama se ve que para el par universal, f es el centro de todas las funciones
en F. Conteniendo mas informacion que las demas.

Teorema 1.6 (Unicidad de Pares Universales). Sean (S,f : A — S),(T,g: A = T)
pares universales para (F,H).

Eziste una funcion de medidas biyectiva p € H para la cual p(S) =T.

El morfismo mediante de f con respecto de g y el morfismo mediante de g con respecto
de f son isomorfismos y son el inverso de cada uno con respecto del otro.

De acuerdo al diagrama anterior, si tenemos dos centros, podemos crear un iSomor-
fismo (en el sentido de biyectivo y morfismo) entre ellos. (Ambos contienen la misma
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informacion y usan etiquetas intercambiables, su unica diferencia es el nombre de etique-
tas, pero no la informacion de éstas)

Demostracion. Tomemos:

f=o00g
g=Tof

Luego introduciendo una en otra obtenemos:

g=T1of=(ro0)og

f=(goT)of

Por definicién de par universal, el morfismo mediante es inico. Como la identidad es
morfismo mediante de f a f y de g a g. Tenemos que los morfismos mediantes o, 7 son
inversos a derecha e izq. de cada uno y por tanto son inversos entre si. O

Definicién 1.7 (Par Universal para la Bilinealidad). Sea U x V el producto cartesiano
de dos espacios vectoriales sobre F. Sea Vect(F') clase de todos los espacios vectoriales
sobre F'. Sea

F = JMut* (U, v; W) | W € S}
w

familia de todos los mapeos bilineales de U x V' a cualquier espacio vectorial W.

La familia de medidas #H es la familia de todas las transformaciones lineales (Las
formas bilineales envian a espacios vectoriales y el mapeo entre ellos (7 que factora) de
tal forma que que se verifiquen las propiedades de representaciéon que buscamos son las
transformaciones lineales ).

Un par (T,t : UxV — T) es universal para la bilinealidad si es universal para (F, H).
Estoes, siVf:UxV =W e Mult> (U, V;W)3lr: T - W: f=rot

Definicién 1.8 (Producto Tensorial). Sea U,V dos K—espacios vectoriales. Cualquier
par universal para la bilinealidad (T,t: U x V' — T') es un producto tensorial de U, V.
El espacio vectorial T" se denota por U ® V.
El mapeo t se dice el mapa tensorial y los elementos de U ® V' se llaman tensores.
Los tensores en la imagen de t se dicen descomposibles y se denotan por:

u®v:=t(u,v) Y(u,v) €U XV
Teorema 1.9 (Mult*(U, V; W) = Hom(URV,W)). Sean U,V,W tres K—-espacios vec-
toriales. El mapeo que asigna a cada forma bilineal su morfismo mediante es el un

isomorfismo entre las transformaciones lineales del producto tensorial U @ V a W y las
formas bilineales sobre U x V' a W. Esto es:

Mult*(U, V; W) = Hom(U®V, W)
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Demostracion.
Vf € Mult*>(U, V; W) 3y € Hom(UQV, W) : f =10t

Luego definimos f +— 7.
Es morfismo mediante.
Ademas, es inyectivo: 7, =7, = f =710t =T,0l =g

Y es sobreyectivo: V7 € Hom(UQV, W), f :=Tot O

Teorema 1.10 (® Asociativo). El operador entre espacios vectoriales @ es asociativo.
Es decir, se verifica:

(U@ Uy) @ Us 2 Uy @ (U @ Us)
Demostracion. Basta tomar:
hOHl((U1®U2)®U3, ) = Muth((U1®U2), Ug, ) = MultB(Ul, UQ, Ug, ) =, ..= hOHl(U1®(U2®U3), )

La unicidad del par universal hace que ambos sean isomorfos para la familia de me-
didas ‘H de transformaciones lineales y F conjunto de funciones (para este caso, mapeos
trilineales).

Luego son isomorfos. O

Definicién 1.11 (Producto Tensorial). Definimos el producto tensorial del conjunto de
espacios vectoriales { F;}I_; como:

T T

®E = (@;E> ® E,

=1 i=

Alternativamente usamos la notacién E®" cuando sea producto tensorial sobre el
mismo espacio.

Teorema 1.12 (Mult"({E;}_; F) = Hom(Q{E;}_,; F)). El conjunto de formas mul-
tilineales es isomorfa al conjunto de transformaciones lineales sobre el producto tensorial
iterado
Demostracion. Por induccion sobre el orden de la forma multilineal ]
Teorema 1.13 (Producto Tensorial Dual). Sean U,V espacios vectoriales.
3160 € hom(U* @ V*; (U@ V)")
Donde:

0(A®B)=AGB

(A® B)(u®v)=A(u)B(v) e K
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Demostracion. El mapeo:

om UxV =K
(u,v) — A(u)B(v)

Es bilineal (fijemos un vector, el mapeo es lineal en el otro vector) y K es un espacio
vectorial. Luego segin diagrama:

UxV LUV
\K

Por tanto, se tiene:

H!T(A’B) UV =K
u® v~ Alu)B(v)

Pues el o4, p) estd definido a partir de A, B.
Luego existe un mapeo:

O U xV* 5 (U V)
(A,B) — T(A,B)

La cual es bilineal:

(@A + B)® C)(u®v) = (A + B)(u)C(v)
= (aA(u) + B(u))C(v)

= aA(u)C(v) + B(u)C(v)
=a(A0C)(u®v)+ (B C)(u®wv)

Luego definen la misma transformacién lineal entre espacios vectoriales (como funcién
tienen la misma regla de correspondencia y dominio/rango).
Luego, por su bilinealidad:

UsxV* L s U@ V*

|
|
0
x \:r

(U V)*
De donde:

U@V - (U V)
ARB— A®B

Es inyeccion:
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n n

0=0(C)(u®v)=> (A eB) uxv)=>Y _ Aiu)Bi()

i=1 =1

Luego: > ", A;(u)B;(-) es un mapeo nulo. Pero el conjunto {B;} es Li. Luego

Por arbitrareidad de u los operadores A; son nulos. De donde C' = 0 por expresion
Unica. O

Corolario 1.14. 6 es una inmersion y un isomorfismo para U,V finito dimensionales.
Esto es, A® B es un funcional lineal de productos tensoriales

Teorema 1.15 (Representacién de una forma lineal como un Tensor). Toda forma mul-
tilineal puede ser escrita como un tensor

Demostracion. Basta usar el siguiente argumento sobre los isomorfismos:

Mult” ({Ez'};'n:ﬁ K) = hom (®Em K) = (® Ez>* = ®Ez*
i=1 i=1 i=1
[]

Proposicién 1.16 (Expresién de Forma multilineal como Tensor). Toda forma r—lineal
sobre K admite la siguiente escritura:

M(vy,...,v.) = Z Tirin (A" @ - @ A" (01, ..., 0p)

De donde se obtiene la siguiente forma de escritura para espacios vectoriales de di-
mension finita:

M(Ulv"'7v7“): Z El,...,ir(Ail®.“®Air)(vl®"'®v7”)

ijel;,je{l,...,r}
De donde se obtiene:
i i
M(vy, ... v.) = E T i A (o) .. A ()
ijEIj,jG{l,...,’r’}
Demostracion. Teorema anterior ]

Corolario 1.17 (Representacién de forma multilineal sobre un mismo espacio como
tensor). Sea M wuna forma r—lineal sobre el mismo espacio vectorial finito dimensional
E. Se obtiene:

M(vy, ... v) = Z Tiy.in€ (v1) ... €7 (vy)

{ij};:1 cI

Es decir:

_ i1 1
M(vy, ... v.) = E T a1 o)

{i;yr_,CI
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Donde v] es la coordenada j—ésima del vector i—ésimo.
Por tanto:

M(vy,...,v) € K[o?]

Definicién 1.18 (Formas r—lineales acotadas). Decimos que una forma r—lineal M €
Mult"({E;}i_;; F) con E, F espacios normados, es acotada si el conjunto

(M (or, v = ]

Es acotado (y por tanto, tiene supremo).
Definimos al conjunto de todas las formas r—lineales acotadas sobre {E;}_; hacia F’
como L"({E;}I_; F)

Ez‘:l}

Proposiciéon 1.19 (L" Banach). El espacio vectorial de formas r—lineeales acotadas
L"({E;};_{; F) es un espacio de Banach bajo la norma:

| zrqeyr ) = Mo sup|[M(vy, .. 00)||F o [|oil|g, = 1}
Demostracion. ]

Proposicion 1.20 (L"({E;}_; F) = L(E,; L™ '({E;}._, — {Ei,}; F))). Los espacios
vectoriales L"({E;}i_; F) y L(E;; L' Y({E;}i_y — {E;, }; F)) son isomorfos isométricos.

Proof. La biyeccién preserva norma debido a reescritura dentro del conjunto que deter-

mina al supremo en la definiciéon de la norma. O
Corolario 1.21 (L""*({E;}/15: F) = Lr<{Ei}i#€II:CT{1,...,r+S}; L*({Ei}ici=q1,..rrsy-13 F)))-

; ; r+s r+s r I=r s
Los espacios vectoriales L™ ({E;}127; F) y L ({Ei}itfc{lj_“ﬁrs}; L*({Ei}ici=q,..r+sy-13 F))

son isomorfos isométricos.

Definicién 1.22 (Forma multilineal simétrica). Decimos que una forma r—lineal M :
I{E},_, — F (esto es, M € Mult"(E"; F')) es simétrica si se verifica que:

Vo € Sy, M(vi,...,0) = MUy - -+ Vo(r))

Denotamos el conjunto de formas multilineales simétricas como Symm"(E; F)

Comentario 1.23. Queremos probar que para formas multilineales simétricas, podemos
reducir el calculo de la norma sup{||M (vq, ..., v,)||F : ||vil|g, = 1} asup{||M(v,...,v)||F :
ol = 1)

Esto se intuye al hecho de que el calcular un operador multilineal en término de su
base en forma tensorial, luego es expresable como un polinomio formado por los compo-
nentes de los vectores que forman parte de la evaluacion. Es decir, que al ser expresable
como polinomio, pueda ser expresable como uno mas sencillo que nos permita realizar la
representacion matricial.

Lema 1.24 (Polarizacién). Sea v € N, y sea M una forma 2r—lineal simétrica en H
espacio con producto interno.

Esto es, M € Symm* (H,C).

Tenemos:
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r

Z(—l)’"_j (;) Maj(u+v,u —v) = 2% g, (u,v) Yu,v € H

=0

donde para 0 <1 < 2r:
M;(u,v) := M(u’,v* ")
Donde la notacién es dada por Lages Lima u' = (u,...,u) € H'

Demostracion. Por induccion, tomamos que para r = 1, se cumple:

= —M((u—v)?*)+ M((u+v)*

=—M(u,u —v)+ M(v,u—v)+ M(u,u+v)+ Mwu+v
= —M(u,u) + M(u,v) + M(v,u) — M

+M (u,uw) + M(u,v) + M(v,u) + M

= M(u,v) + M(u,v) + M(v,u) + M

Supongamos valido para r < [. Dada una forma simétrica M 2[+2—lineal. Se cumple:

+1
Y (= (l J; 1) Ma;(u+v,u—v)

J=0

= (="' Mo(u+v,u—v) + i(—1)’+1—1( <l) + ( , i 1) Y Moj(u+ v, u — v) + Mopo(u +v,u —v)

P i)\
_ ;(_1)l+1—j (;) Mo (u + v, 4 — ) + 2(—1)”1* <k B 1) Mot + 0,1 — v)
= i@(—l)l—j (;) Maj(u+v,u—v) + io(—l)"j (;) Majo(u +v,u —v)

- ZO<—1>H (5) (Mapsatut v =) = Myt v, )

J

Construyamos el operador multilineal de orden 2/ que nos permita aplicar el paso
inductivo:

Mi(u7 v, T, y) = M(uza U2l_i_27 Z, y)

Vemos que se verifica lo siguiente:
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Maj(u+v,u —v) = M((u+v)¥, (u— )220
= M((u+v)%, (u—0)""% (u—2v)?)

:ng(u+v,u—v,u—v,u—v)

M2j+2(u + v, U — U) = M((U + U)2j+27 (U - U)QZ)
M((u+v)%, (u—v)%, (u+v)?)
sz(u+v,u—v,u+v,u+v)

Con la tercera igualdad de la tltima linea justificada por simetria de M
Ademas, sabemos que M (-, ...,-, x,y) es una forma simétrica 2l—lineal y M;(u,v;-, ")
es una forma simétrica bilineal, en efecto:

Mi(uv v, Ty + T2, ?J) = M(uza U2l_i_27 azry + T2, y)
= aM(u' v ayy) + MU, 0P TR 2, )
= aMi(u,v,xl, y) + Mi(u,v,m, Y)

Ahora, reemplazando en la ecuacién original:

I+1
Z(—l)l+1_j (l —(i]_ 1) MQJ(U/ + v, u — 'U)

Jj=0

!
= Z(—l)l—j (;) (sz(u—{—v,u—v,u—i—v,u—{—v) —]\ngj(u+v,u—v,u—v,u—v))

= 22 M (u, v, u + v, u 4 v) — 22 My (u, v, 0 — v, u — v)

Luego se cumple el resultado. O

Teorema 1.25 (Norma de F.M.S.). Sea r € N, y sea M una forma 2r—lineal simétrica

en H espacio con producto interno.
Esto es, M € Symm* (H,C).
La norma del operador multilineal puede escribirse como sigue:

M| Lr ... 200y = sup{l[ M (vr, - o) = [lvillae = 1} = sup{[[M (v, ..., 0)l|e - [[vllw = 1}
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Luego se induce la norma simétrica:

[ M]lsymm (r.c) == sup{[[M (v, ..., v)[lc : |[v]lp = 1}

Demostracion. 1. Trivialmente ||M||symmr2,c) < || M||Lr@2em;p)
(La segunda norma tiene méas opciones de dénde obtener el supremo). Luego quer-
emos probar || M||rrr,r) < || M||symmr (21,0)

2. El teorema es valido para r = 1 por definicion de norma de transformacion lineal
(s6lo queda un vector en la expresién lineal):

1M ][symmt (3,0) = suptl[ M (v)][c = [[oll = 1} = [[M]] 21 ¢31.0)

3. Supongamos valido el teorema para r <.

Sea € > 0 fijo, arbitrario. Sabemos que:

Hui b5 CH sl = LA IM (urs - ue)] > (M gt ug) — €

(En efecto, el valor del lado derecho de la desigualdad es menor que la norma
simétrica, por tanto existe un vector que al aplicarsele la forma sobre su repeticion,
serd mayor igual, si no lo hubiera, se darfa que [|M|[rr 37 —€ 2> |[M||g mmi+1 a0.0)—
€ es cota superior menor a la dada por la norma no simétrica, contradiciendo la
definicién de supremo. La multiplicidad es dada por no imponer que deban ser
distintos, y que la norma es 1 por argumento anterior).

4. Denotemos U := ({u;}) generado.

Queremos probar que:

||M||Symml+1(U,<C) = ||M||LZ+I(UT,(C) > ||M||Symml+1(H,C) —€

Si fuera el caso:

€ 2 |IM|lsymm + 2,0 = 1M [[ere10re) 2 0

Sabemos que || M| 41 ¢y < |[M||pi+1(34r ¢y (Por haber mds vectores posibles)

Supongamos que la desigualdad sea estricta, entonces definamos d := || M | ‘Ll"'l(HT,C) —
HMl ‘SymmHl(H,C) >0

Sabemos que podemos obtener una secuencia de vectores que aproximen segun
supremo a la norma del operador multi-lineal. Por tanto, podemos denotar a la
secuencia de subespacios asociados como antes segin {U,}

Por lo tanto:

Jggo |[M] |Ll+1(U;;,<C) = ||M] |Ll+1(Hr,<C)

Pero |[M ||y g0y < M |[symm+1ae.0) = 1M Lm0 0) < 1M symmt+1 ,c)
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Por motivos computacionales, supondremos que:

||M||Ll+1(UT',<C) =1
(Basta dividir el operador entre la norma y por definicién se obtiene el resultado)

5. Sea 1 < k <1+ 1, por hipétesis inductiva y aprovechando que fijandos los tltimos
[ — k términos, la forma se vuelve k—lineal:

sup{[[M (v, vy Ok, vl ol = 1V € {1, k}} = sup{||M (v, .., 0,00, .

Ademas, se tiene que por reescritura:

, Ul

L= ||M||pru,. ey =supl||[M (v, ..., 0, V41, v)||e ol jo = 1 |[villo =1 Vi€ {k+1,..., 1+

= sup{|[ M (v, u)llc : v,u € H, ||ully = [[v|lo = 1}

Donde:

M;(u,v) == M(u', v

6. Definamos:

Vi={(u,v) € U*:|jul| = ||v|]| =1, 3k € {1...1} : || My(u,v)|| = 1)}

Como dim U < oo. Tenemos que la esfera unitaria es compacta (Analisis Funcional)
y que la funcién es continua My, luego alcanza maximo y al obtenerlo como en la
ecuacion como supremo, en la segunda linea de hace 2 ecuaciones de Latex atras,
se vuelve maximo y por tanto V # ().

7. Definimos:

v := max{||{(u, v)y||c : (u,v) € V}
Escojamos (u,v) € V' y k € N, de forma que 1 <k <1, (u,v)yy =7y ||[Mp(u,v)|| =
1. (Uno que haga cumplir la definicién de ~)

Definamos auxiliarmente:

M (u, v, w) := M(ul, 0¥~ w1=%)

UlJrlka):

8. Supongamos k < 7. Por Lema, para la forma 2k—lineal M(-,...,-,
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k

= 2 o)l = 1 301 () MGGt 002, = 0,
y:o
=112 <)A@Mu+vu 0,0)llc
gi() |M2jk u~+v,u—v,0)||c

J=

< ||M((u+v)2k,vl+1_2k +Z( ) |M2]k U+ v,U— ,U)“(C

Ahora bien, usemos la siguiente desigualdad (Vélida por norma de M):

([ Mo+ v, 0 = 0, 0) e < [+ ][ Ju— o] o] [
k—1 k—1

k _
= 32 (5) Witsato ool < 3 (5) s ool

Jj=0

Continuando con las desigualdades:

k—
2% < || M ((u+ v)%F, !+ | jg: ( ) || Mo (w4 v, u — v,0)]||c
— [k _
sHM«u+w%w”1%mc+§j()ru+M|Hu o2
=0

k
_ k _
= 101G+ 0% o2 = ol + 3 (4) st ol - ol
=0
Usando la polarizacion:

k— j k—
1™ = [lllull& + loll& + 2¢u, v)ulle - lullé + (o]l = 2w, o)l

= |12+ 2(u, v)wllt - 112 = 2(u, 0)[¢
< (24 29)(2 - 29"

[lu+ vl ||u v
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2% < || M ((u+ )%, o1 | \\u+v\|2k+2()||u+v|r = o] 2
< (1M (1 + v, o120 — \u+v\|2k+2() (24 27) (2 — 29)
1M (4 0%, 01 e — [l o[+ (24 29 + 2 — 29)F
1M ()%, 012 e — [ o2 4+ 22
S 0 < |[M((u + 0)% )¢ — [[u+ o]
S (ol < M (4 )% ) < [l ol

La conclusién de todo lo anterior se resume en:

1M ((u + 0)**, 0™ ) o = ||u + o]

u+ov \*
|| ((Hu"i_vH(C) y U )||(C
= (u+v,v) eV

u+v

T es
llutolle

9. Si 2k = [+ 1, trivialmente se cumple por la tultima igualdad que el vector
el que alcanza el supremo dado por la otra norma.

Si2k <l+1:

Recordemos de la polarizacion:

2((u, v)p +1)* = 2(y + 1)* = [Ju + 2y + 1)

u+v 1 1 [v+1
> (V) =7 U+, )y = (u,v)y+1) =/ —— <

Con lo ultimo debido a que 7 es definido como el maximo de los valores.

Esto s6lo sucede si 0 < 292 —y —1 = (v — 1)(v + %) lo cudl sélo es posible para
1<y = [{u, v)p] < |lul] - [[v]] = 1.

De donde v =1
Tenemos:
fu—|f=2(-v+1)=0=u=0v
Finalmente se concluye ||My(u,v)||c = ||M (u")||c = 1 de donde se concluye que se

alcanza el maximo en el valor u”.

10. Es decir, obtuvimos la cota para el caso finito, por argumento anterior se sigue el

resultado.
]
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Comentario 1.26. Toda la prueba anterior es dada en el articulo T. Muramatu and S.
Wakabayashi de On the norms of a symmetric multilinear form.

Si bien este trabajo ya se ha demostrado en el trabajo sobre formas bilineales y dado
trivialmente como posible en general. La presentacion del articulo es la méas concisa y
nuestra caracterizacion es sélo un desarrollo del mismo.

La idea detras de la demostracion fue considerar una aproximacion a partir de vectores,
garantizada por supremo, luego tomando el generado dicha aproximacién esté definida en
un subespacio e inducde una norma, luego demostrando la cota (utilizando polarizacién)
en ese subespacio finito (con lo cual podemos aprovechar compacidad), se obtendra la
cota en el espacio general.

Comentario 1.27. Vamos poner de manifiesto el proceso mediante el cual hallaremos
la norma de un operador multilineal simétrico sobre K descrito en forma tensorial como:

— i1 i
M(vy,...,v.) = E T vt o)

{351 C1

Esta representaciénno admite expresion matricial en el sentido clasico.
Seria una sucesion finita de matrices iteradas y su computacion, por extremo dificil.

Ademas, para llevar a cabo una representaciéon numérica, tenemos el problema de que
el polinomio es por deméas complejo.

Ahora, para llevarlo a un calculo sencillo, al menos sobre la norma, tomaremos todos
los vectores como el mismo. Es decir, sélo nos importaran las coordenadas del vector v:

M(v,...,v) = Z Tihn_,irvil L

{5} 1

El cual es un polinomio simmétrico de r variables.
Supongamos que el espacio de llegada sea K™. En ese caso tendremos que:

1 i1 ir
E TiI’._MU L

MO (v, ... v) {ij}7_,CI
M(v,...,v) = : = :
M™ (v, ... v) Z T ottt
{i;}5,C1

Queremos hallar la norma de dicho vector en K. Para esto, queremos:

[[M]lsyme (r.cmy = sup{[|M (v, ..., 0)|gn = [[o]l2 = 1}

=sup{, [ D [[Mi(v,...,0)[f : [[olla = 1}
i=1

Si tomamos H = K":



1. PRELIMINARES 21

1M I3y emy = sup{y | D [IMi(v, . 0) 2| D ol = 1)
i=1

i=1

= sup{ | S IMi(v, 03 Y ol = 1)
=1 i=1

Este problema es maximizar una funcién de composicion de la norma con una funciéon
polinomial sobre R”, la cual esta sujeta a restricciéon polinomial. Esto es un ejercicio
sencillo de Analisis.

Teorema 1.28 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange). Sean f,g: U C R" - R
funciones de clase C*. Sean xo € U, r := g(x0), Sy := g 1 (r) conjunto de nivel r de g.
Supongamos que Vg(xo) # 0 y que f|, tiene mdzimo o minimo en xy. Entonces:

INeR:Vf(xg) = AVyg(zo)

Demostracion. Se encuentra en Daniel Azagra Rueda. ]

Comentario 1.29. Notemos que g determina la curva de nivel como la restriccién segin
su pre imagen. Como la restriccién en nuestro problema estd dada por:

n
D luilik =1
i=1

Podemos definir la funcién g(v) = HUH2 con la curva de nivel S;.

Queremos maximizar la funcién f(v) = />, [|M;(v,...,v)||%.

Por lo tanto, como S; = g~ ({1}) es compacto (S = 831(0)) entonces f continua
alcanza su maximo.

De donde:
V) = 1 S (s (Mifo, - 0) 0 Mo, )
= — iUy, 0)) 5= MV, ..., V)) i
Vo M, 0k S Oz; !
1 m
= — sgn(M;(v,...,v))V Ty ,m,krvlfl .. .va)
\/Zizl [ Mi(v,...,v)l[z i=1 {kh]g:lg( 1
1 m
= — sgn(Mi(v,...,v))( Tyt VU f)
\/Zz’:l ||MZ<U7 s 7U)||]%£ i=1 {kh};%:
Ademaés:
AVg(v) = AV|[v|| = A 20 = \v

2[[v]]
Luego sV f(v) = v = £t va Vf( ) = v aplicando norma en ambos lados y tomando
el valor de A, entonces el maxnno estd dado por resolver el sistema de ecuaciones al-
gebraicas dadas por j:”v o) HV f(v) = v. Podemos usar los métodos computacionales

usuales o aprovechar la forma de los componentes para encontrar solucién.
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Definicién 1.30 (Derivada de Frechet en espacios normados). Una funcion f : E — F
entre los espacios normados F, F' es diferenciable (o derivable) en el sentido de Frechet
en un punto x si se verifica que:

=0

e () i @) = @) = T = )|
o ||z — ollp
Si es derivable en el sentido de Frechet en cada punto de un conjunto, se dice que es
derivable en el sentido de Frechet en un conjunto.
La transformacion lineal 7' : R® — R™ se llama la derivada de Frechet de f en el
punto zo y se denota por D f(xg).
Las componentes ;D f(xo) = Df(xg)e; o columnas se dicen derivadas parciales y se
denotan por D, f(xo) = D; f(x0) = £ (x0) = 0:f

Comentario 1.31. La derivada de Frechet depende de la eleccién de la norma (o del
filtro para espacios vectoriales topolédgicos). Para el caso que nos atane, utilizaremos las
siguientes propiedades de la derivada de Frechet:

1. La derivada de Frechet para un espacio vectorial topolégico Hausdorff, en caso de
existir, es tnica.

2. Para f : R® — R™, la elecciéon de norma no importa debido a la equivalencia de
todas las normas. De donde el limite es tinico y por tanto la derivada es tnica.

Definicién 1.32 (Derivada de orden superior). Tomando la funcién D" f : x — D" f(z),
se dice que D'''f = D(D"f) € L(E;L"(E;F)) = L""Y(E;F) es la derivada (r +
1)—ésima.

Si existe D" f(xo) la funcion se dice r veces diferenciable en zg

Si la funcién D" f es continua, la funcién se dice de clase C” y se denota por f € C".

La segunda derivada parcial de una funcién f : R™ — R™ se define como:

ODf
9 ( Bzh; )

(z0) = W(xo)

o0 f
axhi 8xh2
Por Teorema de Schwarz, se puede probar que no se depende de la eleccién del orden
de zp,, Tn,
Las derivadas parciales de orden superior se definen de forma analoga sobre las demas
derivadas parciales.

Proposiciéon 1.33 (Célculo de la derivada r—ésima). Sea f : R™ — R™. Se cumple la
ETPTesion.:

oho
> o o

{ir}CI
Drf(mo)vr = :
0" fm i
D Tty o
{ir}CI

Demostracion. Sea f : R™ — R™ r veces diferenciable en xy. Si tomamos D" f podemos
descomponerla de la siguiente forma:



1. PRELIMINARES

23

1. Sabemos que D7 f(zg)v" es un vector en R™

2. Sea f; : R — R la primera componente de la funciéon, se cumple que D" f; €

Mult” (R™; R).

D7 fi(zo)(v1, ..., v,)

De donde, podemos obtener:

D" fi(xo)(eny,---,en,) =

Z ﬂ1 ..... ’Lre;;lll Th1 ..... hy
{iryCI {ir}CI
Sabemos que:
D" fi(z9) = DD fi (o) € L(R™; L"(R™; R))
aDT_lfl r r—1 n ~ n. yr—=2/mpn
8 6DT71f1
TD 1 () = N ) = (D u(wo)enslens € L7~ (R R) = L(R™; L' (R™ )
aﬂ:hiaxh2 0) — axh2 0) — 1 0 hl h2 9 - ) )
jL(w)IH (D" fi(zo)en,] - - Jen,_,]en, = D" fi(xo)(e en,) €R
H;Zlax(hj) 0 cee 1\L0)Chy] -+ ]Ch._1]|Ch, 1\40 his--+5Chy
__9h
= Th1 ..... hy — H’]T:l@x(hj) (1'0)
D)o = Y O
140 1y« Ur ' H’lef)x(hj) 0)%1 ---Up
{ijyjocr Y
Analogo para las demés funciones componentes
3. Sabemos que para la primera derivada se cumple:
Df(zo) = [D fi(xo) Dfm(x0)]" = Df(-) = [DA() Dfm()]'

= D(D10)) ) = |D( DA ) (e

D (D5

= D' f(x0) = [D" falwo) .. D' (o))’

Pues recordemos que Df : R* — F = L(R™;R™) mapeo entre espacios finito
dimensionales. Luego la escritura queda dada de la misma forma. Analogo para
los casos siguientes.
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4. Luego se tiene que:

D fi(xo) {iryCI
D" f(zo)v" = : V"= :
D" fin(x0) O
Z Mot (7o)
{ZT}QI

]

Comentario 1.34. Algunas consideraciones sobre el calculo de derivadas de orden su-
perior:
. . T k—1
1. Recordar que la derivada parcial forma por « indices aparece (”+k ) veces por
permutaciones de los coeficientes. Luego podemos calcular de forma mas sencilla
2 o2f

utilizando esta propiedad. Asi, en vez de colocar B0y V102 T guaz V201 podemos

f
colocar QMUWQ.

2. Asi mismo, se pueden calcular las derivadas parciales de forma recursiva, renom-
brando variables.

Se veran ambas consideraciones en el proximo ejemplo.

Corolario 1.35 (Célculo de derivadas de orden superior de funcién polinomial). Una
funcion polinomial tiene como derivada de orden k aplicada sobre el vector v unas k—wve-
ces la funcion polinomial obtenida de extraer los monomios de grado k de cada funcion
componente, multiplicando a cada coeficiente la cantidad de permutaciones del monomio
dado por (”H,z_l) y los valores que aparecen tras multiplicar por los iterados de los expo-
nentes en la iteracion.

Ejemplo 1.36. Calcularemos algunas derivadas de la funcion:

f(z,y, 2) = (y + 4oz + 2° + 32y + yzt, 2° +9° + 2°)

sobre el vector v. En este caso tenemos:

1. Primera derivada

%(xoa Yo, 20)V1 + %('Zba Yo, 20)V2 + %(foa Yo, 20)V3
D f (o, Yo, 20)v = (aaﬁ g 9

52(20, Yo, 20)v1 + %—;(330, Yo, 20)Va + %—;(370, Yo, 20)V3

((4zo + 322 + 3y2)vy + (1 + 6z0Y0 + 20)ve + (4zo + 4y02‘3)v3>

(322 + Bad)vy + 3y2vy

2. Segunda derivada, aprovechando las derivadas parciales que ya calculamos, pode-
mos derivar renombrando xy por x, Yo PO Y V 2o por z:
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D2f($0, Yo, ZO)U2

620v7 + Gyov1vy + 4v1v3 + 6yvavy + 620035 + 4230903 + dvsvy + 423v305 + 12
(620 + 2023)v? + 6yov2

(61‘01)% + 12yov1v9 + 8v1v3 + 62903 + 823v9v3 + 12yoz§v§)

(620 + 2023)v? + 6yov?

3. Tercera derivada:

D3f($07 Yo, ZO)U3

1203 + 6v103 + 120103 + 12220902 + 24220902 + 24yo2zovs
(6 + 60x2)v$ + 6v3

(121}i5 + 18v1v3 + 36220903 + 24yozov§’>

(6 + 60x3)v3 + 6v3

4. Cuarta derivada:

24200903 + 722009035 + 24yovs 96290205 + 24yovs
1 4 _ 0V203 0V2U3 03\ _ V205 U3
D71 (@0, yo, 20)v" = ( 120zqv} N 120zqv}

5. Quinta derivada:

240,04 + 96v9v3 1200903
5 5 2U3 2U3 | 2U3
D" (@0 yo, )" = ( 12007 > N ( 12005

6. Las demés derivadas son nulas.

7. Como caso adicional, haremos la segunda derivada de f; : R* — R puede expresarse
segun el Hessiano:

633'0 63/0 4 U1

O H(f1) (0, Yo, 20)v° = (v1 vz v3) |6y 6xo 42 Vg
4 423 12y22 U3

8. Para nuestro caso, en el que trabajemos con derivadas sobre el origen, tendremos
que usualmente se simplifican a los siguientes términos:
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De donde se comprueba que para campos polinomiales, s6lo basta con considerar los
monomios de grado igual que el orden y operar sobre los coeficientes por argumento
combinatorio y de iteracién de la derivada

Comentario 1.37. Con todo el preliminar anterior, tenemos la capacidad de calcular
numéricamente las derivadas de orden arbitrario de campos vectoriales, los cuales no son
mas que funciones de un K—e.v. finito dimensional sobre si mismo.

Ahora queremos dotar al conjunto de funciones (por tanto, de campos) que tienen una
cierta suavidad (En alguna clase C* de funciones k—diferenciables con k—ésima derivada
continua) de una topologia que nos permita hacer argumentos de limite y nos permita
entender el comportamiento local de las ecuaciones diferenciales definidas por campos
cercanos y el como se relacionan entre si.

Definicién 1.38 (Norma C"(K)). Definimos la norma C”(K) para funciones definidas
sobre un abierto (f : U € tgn — R™) de clase C"(U) (con K C U conjunto compacto)
como:

[1Flle e i= max {107 f ()| - = € K}

Alternativamente, puede usarse la norma con respecto de la suma:

1 fllsrrc =D 11D f(x)
=0

Ambas estan bien definidas por derivada siendo una forma r—lineal en L"(R™; R").

Comentario 1.39. 1. La norma de la definicion anterior sobre la derivada j—ésima
es mejor descrita segun:

107 f ()]

Lr(R» Rm) = Z ||D‘jfh HSymmr R R)

En ese sentido, el cdlculo de la norma queda dado inmediatamente por trabajo
anterior. Sabemos que las derivadas son polinomios aplicados sobre j ntmeros,
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las componentes de v, con estos bajo la restriccién ||v|| = 1, de donde podemos
utilizar multiplicadores de Lagrange para obtener la ecuacién algebraica inducida
en cada uno de ellos, definiendo g(v) = />, [|D9 fu(z)vi||% y forzando a qque

||9 Vg( )=

Es demr, buscando las soluciones de la ecuacion algebraica:

1
= — 1D ()03 2. = v
VS Do TEl Z ‘

Este sistema de ecuaciones algebraicas tiene solucién garantizada por f teniendo
maximo garantizado y las derivadas no nulas. Si fuera el caso que V+/> 7" | || D7 fy(z)vi]|%
nulo, entonces la funcién no tiene crecimiento maximo en funcién de v y por tanto,
segtin el calculo explicito de Vg, se tiene que se anula sobre v/ (Ver comentario
1.29). Luego éste método sdlo es 1til para derivadas de orden superior no nulas.

Es decir, que si tenemos derivadas de orden superior nulas, la norma viene dada
automaticamente por el valor 0, si fuera que son no nulas. El método ya explicado
funciona perfectamente y nos da solucién.

2. La equivalencia de ambas normas queda dada por tomar las desigualdades:

ZHD] < (r -

1l = max {HD] (@)][: 2 € K} < max {HD] (@)]] - xGK}ﬂL(ZHD] Il = max

{07 -7 .76{07 T E{O,...,7
De donde resulta la equivalencia:

e < A fllsirre < (r 1) - {1 f ]k
Luego ambas definen la misma topologia.

3. El problema de definir la norma sobre compactos y no sobre abiertos radica en que
la derivada no tiene por qué alcanzar un maximo en un abierto, sino que puede
tender al infinito o no existir (Basta ver ejemplos sobre R, como es el caso de %)

Como en la clase C" sélo garantizamos que las derivadas sean continuas bajo las
topologias usuales de R™, tenemos que las funciones || - || y Df7(-) son continuas,
luego su composicién resulta en una funciéon continua. De donde se sigue que la
funcién || D f7(-)|| sea continua, y alcanza un maximo en cualquier compacto K C U.

De donde se tiene la buena definicién, pero no son normas dentro de la totalidad
de U

Comentario 1.40. El problema de definir la norma sobre compactos y no sobre abiertos
radica en que la derivada no tiene por qué alcanzar un méximo en un abierto (Basta ver
ejemplos sobre R, tomemos %), sino que puede tender al infinito.
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Definicion 1.41 (Espacio vectorial topoldgico). Decimos que un K—espacio vectorial
dotado de una topologia (V,7) que cumple T} (axioma de separacién que fuerza a los
puntos a ser conjuntos cerrados), es un espacio vectorial topolédgico si las operaciones
+yv: VXV =V .yv:KxV—Vson continuas con respecto de 7 y 7x topologia de K

Teorema 1.42 (E.V.T. con base local numerable es metrizable). Todo espacio vectorial
topoldgico (V, 1) con base local (del origen) numerable admite una métrica d compatible
con la topologia de T, con d invariante por translaciones.

Ademas, si (V,7) es localmente convexo, entonces d puede tomarse verificando lo
anterior y con todas las bolas abiertas convezas.

Demostracion. Del texto de Rudin L]

Definicién 1.43 (Seminormas y familias que separan puntos). Una seminorma sobre un
K—e.v. V es una funcion p : X — R verificando:

1. VA e K,z € X, p(Ax) = |\|p(x)
2. p(z+y) < pla) +p(y)

Se dice de una familia de seminormas P que separa puntos si:

VeeV—{0},IpeP:plx)#0

Comentario 1.44. Notar que la diferencia entre la seminorma y la norma es el hecho
de que p(z) = 0 # = = 0. Es decir, que si una seminorma no es norma, hay elementos
que estan sobreponiéndose al origen (en la "topologia” inducida)

Ademaés, una familia de seminormas separan puntos si todo punto puede encontrar
una seminorma que no lo sobreponga al origen. Esto es, que lo distinga por un valor

Comentario 1.45. Las seminormas son el minimo caso posible para los resultados que
queremos de ellas. Las siguientes demostraciones se encuentran en el texto de Rudin,
Functional Analysis

Proposicién 1.46 (I7p). Sea P familia de seminormas definidas sobre un espacio vec-
torial V:
Asociamos a cada (p,n) € P x N el conjunto:

1

Vipn) = {r €V pla) < 1} = p((—00, 1) C V

Entonces

B:={[\V(psn) : 17| < 00, (pj.n;) € P x N} S P(V)
jeJ
es una base local (del origen) convexa para la topologia localmente convera T a la cual

induce, verificando que:

1. p € P es continua bajo T

2. EECV acotado <= Vp € P,p acotada en E
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Ademdas, si P es numerable, entonces T es metrizable bajo

cipi(z —y)
d(r,y) = max ———————
(7.9) =g 1+ pi(z —y)

Demostracion. 1. Sea A C V. La topologia que deseamos es inducida segun:
n:={AcPV):A= |J (z+B)}
(z,B)eVxB

2. Es evidente que (V,7y) es un espacio topologico, basta usar teorema de caracteri-
zacion de base a partir de intersecciones finitas de familias de conjuntos arbitrarios
(los cuales son la subbase de la topologia).

3. Es invariante por translaciones, es decir:

<$0+U€£Iﬁo+7’o 20+ U=120+ U ($+B): U (330+.CE+B)
(z,B)eVxB (z,B)eVxB
= U ((x0+x)+B)ETO)
(z,B)eVxB

:><$0 + 70 = 7'0)

4. VB € B, B convexo:

z,y € B= ﬂ V(pj,nj) = Vj € Jmaxp;(x),p;(y) < n;
JET|T|<o0

= Vj € J,pij(te+ (1 —t)y) <tp;j(x)+ (1 —1t)p;(y) < tmaxp;(z),p
=Vje Jpite+(1—-1t)y) <n;
=te+(1-tlye (] Vipjn;)=n8

jeJT|J|<o0

5. VB € B, B equilibrado:

A€ Bi(0),z € B= ﬂ Vipj,nj) =Vje Jpjlx) <n;
jed,|T|<co
= Vj € J,pj(Ar) = |Alp;(x) < pj(x) <n;
= Az € ﬂ V(pj,nj) =B

JET|J| <00

6. B base local para 7y:
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leUen=U= |J @+B)

(z,B)eVxB
= Jz, B = ﬂ Vi(pj,n;):0€x+ ﬂ Vi(p;,n;)
jeJ,|J| <00 jeJ,|J| <00

= Tz, |J| <00 p;(0) < pj(x) <ny
=0e [\ Vipg.ny)

JEJ|J|<00
=0eB
=3IBCB:BCU

7. El espacio vectorial es topoldgico:

(a) Cumple T7:

VeeV—-{0}3peP:plx)>0

1 1
:>LMJ+1>M

= p(z)( %J +1)>1

1
= p(z) > LﬁJ"’_l
1
:>$¢V<pa LﬁJ_Fl)
1 1 1
=0¢ —x+V(P>m) —L=z+ Ve, W» =e= Vi Felks 1>

Supongamos que r € m = toda vecindad de x contiene a 0. Lo cual no
es el caso, luego ningtin no nulo arbitrario estd e la cerradura, por tanto
{0} C {0} = {0} = {0} entonces cumple T} (es invariante por translaciones y
las translaciones de los conjuntos abiertos V — {0} son los conjuntos abiertos
de la forma U — {p}).

(b) Suma es continua:
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U =Vw,(0) =13 m Vipjin;) €U

JEJ|J| <00
_ 1
= ﬂ Pj 1((_007 TL_)) cU
jeJ|J|<oo J
1 1 1 1 1 1
= N (5l g N+a (=05 n) € ) 5 (=00 )
jeJ|J|<oc0 J J jeJ | J|<oo J
_ 1 B 1
= [ »' (=00, %)) + () pt((—os, %)) cvu
. 7 . J
JeJ,|J|<o0 jeJ|J|<o0
S = () s~ ) VIV CU
' j ) 2nj =
jeJ,|J| <00

(c) Producto es continuo:

Sea z € V, U como antes. Como V' = ;e ;<00 pj_l((—oo,%j)) € B, en-
tonces:

1 1 1
ds >O:p(;x) = gp(z) <Ijn€i(1]1{%}:>33>0:x€ sV

Definamos ¢t = ——:
1+|afs

(yE:(:+tV/\|ﬁ—oz|<%):ﬁy—axzﬁ(y—x)—l—(ﬁ—a):ceﬁtV—l—(ﬁ—a)sV:]6|earg
= By—az €|tV +[B—a|lsVCV+VCU

Luego para toda vecindad de la imagen hay una vecindad de la pre imagen
(x +tV) x Bi(«a) contenida en la imagen. Por tanto es continua.

8. Por ser E.V.T. y por tener base local formada por convexos equilibrados, es un
espacio topoldgico localmente convexo.

9. p € P es continua bajo 7:

Basta ver que V(p,n) = p~'((—o0, --)) abierto, luego tomando la base (—oo, --)
J J

de la topologia de R, podemos obtener que todo abierto en R es enviado por pre
imagen a un abierto. Por tanto es continua.

10. E acotado, entonces p € P acotado en E:

1
V(p,l)EVVJO:>E|t>O:E§tV(p,1)éVmEE,p(;x)<1:>Vx€E,p(x)<t
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11. P es numerable, entonces d métrica compatible con 7y:
Por teorema anterior, B induce topologia metrizable bajo d
Bajo esta topologia, las bolas son conjuntos convexos, equilibrados.
Ademas, forman una base local equilibrada.

En efecto, definamos directamente la métrica y verifiquemos las propiedades:
cipi(z —y)
d(z,y) = sup ————~
) ien 1+ pi(z —y)
donde lim,,_yo, ¢, =0
(a) Métrica:

Esta bien definida por secuencia
y por tanto alcanza supremo.

cnpn(T=Yy)

< .
Trpr(i—y) = Cn = 0 luego es secuencia acotada

Verificando la primera propiedad:

d(x,x) = sup —Cipi(x — )

=0
ien 1+ pi(x — x)

Por norma separando puntos 3i € N : p;(z — 2) # 0. De donde:

cipi(r — 2)
d(x,z) =sup ————
(z,2) ielgl‘i‘pi(x_z)
G
= sup
ey T 1
< sup G
B €N L ) + ]-

pi(z—y)+pi(y—=
ci(pi(r —y) + pi(y — 2))
ieN L+ pi(z —y) +pily — 2)

~ sup cipi(r —y) cipi(y — 2)
ien 14+pi(z —y) +pi(y —2)  1+pi(zr—y) +pi(y —2)
. cipi(x —y) cipi(y — 2)

S
ien 1+pi(r —y)  ien 1+ pi(y — 2)
=d(r,y) +d(y, 2)

La positividad es dada trivialmente de la positividad de las seminormas.
(b) Invariante por translaciones: Inmediato usando p;(x+ 2z — (y+2)) = pi(x —y)

(c) Las bolas abiertas centradas en el origen bajo la métrica forman una base local

convexa equilibrada para 7:
i _Pi 1 ‘ 1o _
SICZST:>011+M S’)":>CZ%+1 §T2>p1§ %_1 = oo
2

Esto se cumple por el hecho de que ¢; — 0 escogiendo r > 0 y tomando 7y a
partir del cual verifica.

Entonces:
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B,(0) ={z € V:d(z,0) <r}

:{xevz%w}

= {er:{%}?f <M{%}@>m <}
_ {er:{%}i‘;}l <r}
:{xEV:We{1,...,@'0—1},&'(%)<Ciir}
=?ﬁx€V4M@<CFW}

= VT =)
=1

Donde iy determinado a partir de los ¢; que son acotados por r. Es decir, que
si r > sup{c,} entonces B,(0) = V y a medida que se va disminuyendo hasta
obtener ¢; > 7,... se obtiene una interseccién de V' (p;, © — 1) hasta que ¢; <7
para todos los demas.

Luego es interseccion de abiertos, es convexo y equilibrado.

Ademaés, B,.(0) € B = forma base local por toda vecindad del origen de la
forma de interseccién de V'(p;, n;) entonces tomando r suficientemente pequenio
se obtiene el resultado.

O

Comentario 1.47. Si existe algo que podamos rescatar del Teorema, es la caracterizacion
de bolas abiertas bajo esta métrica. En efecto:

i0—1

B(0)= () Ve = 1)

i=1

Luego, debido a que la métrica es invariante por translaciones, tenemos:

i0—1
By(x) =+ B,(0) =a+ [ Vipi,~ —1)

i=1

Definicién 1.48 (Agotamiento por compactos). Dado un espacio topolégico (X, 7), un
agotamiento por compactos es una famliia numerable de subconjuntos compactos no
vacios { K, }nen que verifica:
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1.
UJK.=Xx
neN

2.
Kn g KnJrl

Teorema 1.49 (Agotamiento por compactos). Todo conjunto abierto de una variedad,
admite un agotamiento por compactos.

Demostracion. ]

Proposicién 1.50 (Topologia C*). Sea U € trn y {Kun}mem un agotamiento por
compactos de U. La familia P de seminormas definida sobre C*(U)

P = {(pM : C’(U) —>R) cpm(f) = max{||D"f(z)||: (x € Kyy) A(n€{0,...,k})}}

induce una topologia metrizable por:

. cipm(f — 9)
dJ.9) =8 =)

La cual es localmente convexa, de base local numerable.

Comentario 1.51. Si suponemos que el conjunto U es compacto y quisieramos obtener
la topologia C* del conjunto:

Cy(U) = {f € C*(U) : || fllew < oo}

Podemos tomar el agotamiento por compactos trivial Kj; = U, de donde se cumple
que las seminormas estan dadas por pp(f) = || f||x.u- De esto, se deduce que la métrica
esta dada por:

d(f,g) = sup cipm(f —g) _ cillf = glleu _ 1S = gllev sup¢; = C- 1S = gllkv
ieN L+ pu(f—9)  ien 1H[If —gllew 1+If = gllsv wen L+ ||f — gllev
donde C' € R.

Ahora bien, sabemos que la métrica en este espacio serd equivalente a || f — g||xu:

i(f.g)=c- M=o oy

L+ |1f = gllew
1 1 d(f, g 1 1
< T e e IR
Hf_ng,U Hf_ng,U m+1 F—dlle0
Analizando el caso ||f — g|| = 0 se llega al resultado.

De donde resulta que la topologia C¥ para un compacto es la inducida por la norma
como meétrica.
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Proposiciéon 1.52 (Topologia C*°). La familia de seminormas sobre C*°(U) (donde U
es un abierto arbitrario de R"):

P = {pnu(f) :=max{||D"f(z)||: (x € Kpr) A(n€{0,...,N})}}

induce una topologia metrizable por:

d(f, g) cipi(f —9)

=sup —————
ien 1+ pi(f —9)

La cual es localmente convexa, de base local numerable.

Teorema 1.53 (Caracterizacién de espacios normables). Todo E.V.T. (V,T) es normable
st solo st hay una vecindad convexa acotada del origen.

Demostracion. ]

Proposicién 1.54 (El espacio C* no es normable). Los espacios C*(U),C°(U) dotados
de sus respectivas topologias, no son normables

Demostracion. Basta suponer que haya una bola abierta convexa acotada para cada
espacio con su métrica. O

Comentario 1.55. Para lo siguiente, queremos poder estudiar la geometria del espacio de
campos de clase C* a partir de geometrias més concretas, con las cuales podamos realizar
cuentas, a fin de poder entender como una perturbacién sobre el campo corresponde a
una perturbacion sobre los niimeros que caracterizan al espacio concreto.

2 Estabilidad Estructural

El objetivo de toda esta seccién es entender las ideas basicas de estabilidad estructural y
lograr entender las herramientas basicas de verificacion de inestabilidad estructural.

2.1 Equivalencia Topolégica

Definicién 2.1 (Topolégicamente Equivalentes). Dos campos vectoriales X, Y € X7 (M)
(r > 0) cuya ecuacién diferencial asociada de solucién tnica (a lo menos, localmente
Lipchitz) son topolégicamente equivalentes si 3h : M — M que mapée érbitas en Orbitas
y que preserve orientacién en tiempo.

Es decir:
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L. h(Ox(p)) = Oy (h(p))
2.VpeMV5>0,3e>0:(0<t<d = h(h(p)) =eh(hp), (0<t <e)

Es decir,
2. Vp e M,¥5 > 0,3 > 0: (L7 (p) € 01 (h(p))

Lo que podemos reescribir (fijando en la ultima implicancia) como:

5 Vp e MVE> 0.3 >0 (h«o&?"” ) € w$’€><h<p>>) A (h«oﬁ(“) ) € soée"”(h(p)))
O como:

2. 3h: M= M7 RoR: (08 =h oyl oh)

Donde ¢x es el flujo asociado al campo X, H es homeomortf. y Vo € M, 7, es funcién
monotona estricta creciente.

Comentario 2.2. El item 2 de la definiciéon anterior se encuentra en el texto de Melo
Geometric Theory of Dynamical Systems.
Normalmente los textos como Perko Differential Equations asumen la tltima definicién
2/, con 7 continuamente diferenciable, con derivada positiva, a fin de facilitar los calculos.
A lo largo del texto usaremos la convencién de 2’ con h homeomorfismo.

Comentario 2.3. La interpretacién de la segunda forma de 2 se da como sigue:

Que dado una seccién positiva de la orbita de un punto por el campo X, puede
encontrarse una seccién positiva de orbita suficientemente grande del campo de Y con
respecto de la imagen del punto bajo el homeomorfismo tal que absorba a la seccion
dentro de ella.

Ademas, es facil ver que la condicion 1 es la versién ”de paso al infinito” de la condicion
2, tomando § = co. En efecto, la semi orbita positiva de un punto bajo el campo X tiene
a su imagen bajo el homeomorf contenida en la semi érbita positiva segin el campo Y
del punto de la imagen bajo el homeomorf. Luego basta tomar ambas semi érbitas y se
tiene el caso.

Teorema 2.4 (Equivalencia de Definiciones de Equivalencia Topolégica). La definicion
de equivalencia topoldgica via funcion de tiempo T(x,t) estrictamente creciente, continua,
es equivalente a la definicion de Melo si se debilita la continuidad de T(z,t) a continuidad
en t y no continuidad en (z,t).

Demostracién. 1. Basta probar que (1 A2) = (1 A2') Por la reciproca inmediata

2. Sabemos que el flujo determina curva soluciéon segun:

QDtX(x) = PXa (t)

La cual es una funcién inyectiva px, : R — Ox(z) (Salvo en 6rbitas periédi-
cas donde es inyectiva sobre un intervalo finito y en puntos de equilibrio, pero el
argumento es andlogo). Véase Topicos de Edo.
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Recordemos que la demostracién de la inyectividad viene dada por Teorema de
Existencia y Unicidad, tras construccion de intervalo maximal que explota a R,
luego solo requerimos que el campo sea localmente Lipchitz.

Luego existe ¢ := (px.) ' : Ox(z) CR" - R

Queremos obtener 7(z,-) : R — R que verifique:

ox2(T(x, 1)) = h™" o ¢} o h(x)

Es decir:

7(z,t) ;= poh t oyl oh(x)

Luego si son topol. equiv. entonces se garantiza que h™' o ¢!, o h(z) € Ox(x). Lo
cual es inmediato por ¢f o h(z) € Oy (h(z)) = h(Ox(z)). De donde se garantiza
la buena definicién de 7.

3. Por identidad, podemos reescribir la identidad como:

T:(t) == o h~to OV h(z) (1)

La cual es una funcion biyectiva por cada funcién de la composicién biyectiva sobre
su imagen.

4. Por construccion de 7, todo tg cumple que:

W (p) = b o o (h(p))

Ahora bien, tenemos que dada la primera definicién de topol. equivalentes, se tiene
que si X, Y topolégicamente equivalentes:

¥

3h homeomorf. : (Vpe M,6 >0,3e>0:0<t <= ¢%(p) =h Lo (h(p))(0 <t <¢))

Lo que se reescribe como:

3h homeomorf. : (Vp € M,5>0,3e > 0:0<t <6 = o' P (p) =p(0 <t <e))

Luego para todo valor positivo de 7(p, tg) > 0, hay un valor suficientemente grande,
(dentro de (0,¢€)) el cual representa el mismo movimiento (en el mismo sentido) a
lo largo del flujo del campo Y.

Es decir:

T(p,to) > 0= 3Ty > 0: 7(p,to) = 7(p, To)

Como 7, es biyectiva, se tiene que:
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T(p,tg) > 0=t >0

(Donde 7, definida sobre su intervalo maximal o intervalos finitos en el caso de
6rbitas periddicas).

. Ahora bien, la monotonicidad de la funcién en su segundo argumento es inmediata.

En efecto, basta tomar t;,t, con t; < ty. Para tal caso: 0 < ty — t; entonces el
0 < 7(x,ty — t1) en todo x.

Es decir, que si 0 < ty —t; < € =

1= @i (h(p)) = ho " (p)

p2 = o2 (h(p)) = hosox p)
= ho @ PP (RN (p)) = 27 (py) = ©2(h(p)) = pa

— hong(pl,tQ t1) oo} T(p,t1) ( ) _ hOQO pt2)<p)

= S0){g17,1‘/1)+‘F(171,7ﬁ2 tl)(p) pr(p,tz)(p)

= SDTX(p>t2)*(T(P7t1)+T(P1 Jt2—t1)) (

p,t2)<

p) =0

Basta designar t,%5 cuyas imégenes bajo 7 se ubiquen en el mismo intervalo de
definicion en orbitas periédicas, mientras que valores arbitrarios son utiles en 6rbitas
no periddicas. De ser asi, tenemos que 7(p,ta) — (7(p,t1) + 7(p1,t2 — t1)) = 0 =
T(pta) = 7(p, 1) + T(p1,t2 — t1) > 7(h(p), t1).

Luego la funcién es estrictamente creciente en un intervalo (caso érbitas peridédicas)
o en todo el intervalo de definicion.

Para salir del caso del intervalo en 6rbitas periédicas, asignamos los valores de 7,
seglin la extensién a cada intervalo finito. De donde automaticamente por estar
en intervalos finitos distintos, los valores de 7,(¢;) < 7,(t2) para t; en un intervalo
superior al de t;

Es decir, que si las imégenes de tq, %5 bajo 7 se encuentran en distintas vueltas de
una Orbita, entonces la monotonicidad estd dada inmediatamente

. Queremos probar ahora la continuidad en ¢:

Fijamos la aplicacion 1, (t) = ¢’ (p) la cual es un homeomorfismo local.

Luego como ,07,(t) = h=' (¢} (h(p))) es continua, se deduce que 7, = ¥, ' (h(p% (p)))
localmente, por tanto es continua.

Proposicion 2.5 (Equivalencia topolégica es relacién de equivalencia). La relacion entre
campos vectoriales inducida por la equivalencia topoldgica es relacion de equivalencia

Demostracion. 1. (Reflexividad) Inmediato por conjugacién topolégica usando 7(z,t) =

t y definicion.
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2. (Simetria) Escribamos la identidad:

px(ma(t), ) = h™ oy (L, h(x)))

Luego fijando = obtenemos usando t = 7, ! (¢y):

px(to, ) = h™ ey (7, (to), h(x)))
Tomando p = h(x):

hox (to, 1 () = wy (1, (o), p) = ¥3 () (p) = howeoh (p)
Por la monotonicidad de 7,, se sigue la monotonicidad de 7, *

3. (Transitividad) Usando construccion de 7:

ox(tx(z,t), ) = h™ oy (t, h(x)))
oy (ry(y,t),y) = 97 (pz(t,9()))

Luego tomando h(x) =y vy g(y) =

) g
= h(px(1x(z, Ty(y,t))#ﬁ)) =g
= ox(tx(z, v (y,1)),2) = 1( “Hepzlt,g

= ox(1z(z,1),2) =
= px(12(7,t),7) = (goh)_1 oy o(goh)(z

donde 7z(x,t) = 7x(z, 7y (y,t)) = Txz © Ty,n(z)(t) funcion continua en ¢, mondtona
creciente en t.

Como cumple la condicién, ademas de cumplirse trivialmente que se mapean érbitas
en oOrbitas. Luego son topologicamente equivalentes.
]

Notacién 2.6. En lo sucesivo, usaremos: X =, Y para decir que dos campos son
topologicamente equivalentes

Definicién 2.7 (Cambio de Coordenadas). Un cambio de coordenadas ¢ : U C R" —
V' C R™ es una biyeccién. Serd local si estd definida sobre algun conjunto abierto.
Un cambio de coordenadas suave es un difeomorfismo.

Definicién 2.8 (Equivalencia topolégica de mapeos). Sea f, g € C*(M, N) mapeos difer-
enciables. Decimos que son topoldgicamente equivalentes si 3k : M — N homeomorfismo
tal que foh=hog
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Proposicién 2.9 (Equivalencia topolégica de flujos). Dos campos X,Y € X"(U) a
lo menos localmente Lipschitz son topoldgicamente equivalentes si solo si existe una
reparametrizacion temporal T(x,t) mondtona creciente y continua en su sequndo argu-
mento, tal que el campo reparametrizado X' y el campo Y poseen flujos topologicamente
equivalentes como mapeos.

Demostracion. Es tan sélo una reformulacion de la definicién de equivalencia topologica.
[

Definicién 2.10 (Pushforward inverso). Sea X € X"(U) campos vectoriales a lo menos
localmente Lipschitz. Definimos al pushforward inverso como el campo inducido tras
tomar el cambio de coordenadas h : V — U segtn Y (y) := (Dh(y)) ' X (h(y))

Se dice que X,Y estan h~'—relacionados

Comentario 2.11. Se dice que X, Y estan g—relacionados si:

Se puede garantizar la existencia de un tnico campo g—relacionado a X para todo g
difeomorfismo.
Se define el pushforward como el tinico Y verificando:

Y(9(p)) = Dg(p)(X(p))

Tomando la inversa de g en p tenemos:

Y(q) = Dg(g ' (9))X (g ' (q))

determinando explicitamente el pushforward.

De donde se define el pushforward inverso a partir de variedades como el pushforward
de h~ 1.

Proposiciéon 2.12 (Cambio de Coordenadas preserva flujo). Sea X € X"(U) campo
vectorial a lo menos localmente Lipschitz. Sea'Y es el pushforward inverso asociado a X

. . ¢
ya@d:V —U un cambio de coordenadas suave (difeomorfismo) entonces X =iop.conj. Y
topologicamente conjugados con ¢ homeomorfismo de conjugacion topoldgica y Y tiene
solucion unica.

Demostracion. 1. Usemos el cambio de coordenadas ¢ : V' — U.

Tomemos el P.V.I en un punto xy € U:

{z = X(2)
z(0) =z

Sea x(t) la tnica solucién del P.V.I. entonces la curva soluciéon cumple:
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2. Tomando la curva y(t) := ¢~ '(z(t)), vemos que ésta cumple:

De donde la curva y(t) es solucién de la ecuacién diferencial dada por:

{y' =Y(y)
y(0) = ¢~ (zo)

3. Sabemos que:

(¢~ o P 0 d(yo)) _ d(¢" o x(t))
dt dt
dx

= Do~ (w(t) 5 ()
= (Doy(1)) ™ X (a(0)) = Y (5(0)

donde yo = ¢~ (o)
De donde ¢! o ¢l o ¢ es solucién del P.V.I.

{y =Y(y)
y(O) = %Yo

4. Es inmediato ver que el P.V.1I.

{y =Y(y)
y(()) = %Yo

tiene solucion local tnica.

En efecto, sea z(t) solucién de la ecuacion diferencial, entonces:

dz

1) = (Do(=(1)) " X (9(=(1)

= Do N (p(2(1)) X (0(2(1)))

Ademds ¢(2(0)) = ¢(¢~ (o)) = o
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Luego la curva ¢ o z(t) es solucién de la ecuacion diferencial:

Por unicidad, resulta que ¢ o z(t) = z(t) = 2(t) = ¢ (x(t))
O

Corolario 2.13 (Cambio de coord. topol. equiv). Dos campos X,Y € X"(U) a
lo menos localmente Lipschitz son topologicamente equivalentes si solo si existe una
reparametrizacion temporal T(x,t) mondtona creciente y continua en su seqgundo arqu-
mento, tal que haya un cambio de coordenadas ¢ : U — U tal que X,Y estén h™'—rela-
ctonados.

Corolario 2.14 (Cambio de Coord Local). Un cambio de Coordenadas Local preserva el
diagrama de fase para una vecindad del origen (O de un punto segin translacion y forma
normal del campo transladado)

Corolario 2.15 (Nuevo Campo vectorial). Sea @ = Axx + f(z) E.D.O. con campo X
y Ax := DX(0), f(z) .= X(z) — DX(0)z, y con singularidad (punto de equilibrio) en el
origen.

El campo tras el cambio de coordenadas x = ¢(y) estd dado por:

Y(y) == (Do(y)) ' X(o(y)) = (Do) Alp(y)) + (Do (y)) " f(d(y))

El cual tiene un punto de equilibrio en y = ¢~1(0)

Comentario 2.16. La idea de conjugacion topologica queda totalmente caracterizada
por un cambio de coordenadas (h Deformacion del espacio) que preserve la topologia de
las d6rbitas (h Homeomorfismo). La idea de conjugacién topoldgica queda caracterizada
por un cambio posible en la "velocidad temporal” de alguno de los campos de tal forma
que se respete la orientacién positiva del tiempo (7 creciente).

Luego dos campos son topologicamente equivalentes si podemos modificar un campo
con una reparametrizacion temporal de orientacion positiva, y tras modificarlo por cam-
bios de coordenadas, resulta el otro campo aplicado sobre esta deformacion:

hogoTX("t) = g0§/ oh

Notacion 2.17. A partir de ahora, usaremos la notacion X Ay para referirnos a que
Y es el pushforward inverso asociado a X y ¢.

Anélogamente, & = X(x) A Yy = Y (y) para referirnos a la ecuacion diferencial for-
mada por los P.V.I. inducidos como en el teorema anterior.
En nuestro caso, se dard mediante el cambio de coordenadas = = £,(y)

Proposicién 2.18. Campos topologicamente equivalentes preservan puntos de equilibrio,
orbitas periodicas y la tmagen de conjuntos limite

Demostracion. Los primeros dos vienen por la construccion y lo explicado anteriormente.
Para ver que se preserven conjuntos limites basta ver con que:
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wy = lim px(7(2,ty), ) = lim ™oy (ty, h(x)) = b~ (lim @y (ta, h(2))) = h™" (wy(y)
Luego h(wX) = w}:(x).
De donde todo punto limite es mapeado a otro punto limite asociado al punto de la
imagen.
Por tanto h(wy) C wy
Por la reflexividad se sigue el resultado. ]

Definicién 2.19 (Equivalencia Topoldgica local). Decimos que dos campos X,Y €
X*(M) son localmente topolégicamente equivalentes si, al restringirlos a algunas vecin-
dades U,V de los espacios ambientes de X, Y respectivamente, existe un homeomorfismo
h:U — V del espacio ambiente verificando (1), (2) con la condicién dada por 7

Definicién 2.20 (Equivalencia Topoldgica en un punto). Dos campos X, Y € X*(M)
son topolégicamente equivalentes en p,q puntos de los espacios ambientes de X,Y re-
spectivamente si son localmente topolégicamente equivalentes y las vecindades sobre las
que se define el homeomorfismo contiene a los puntos de cada espacio correspondiente.

2.2 Definiciones Basicas

Definicién 2.21 (e—perturbacion). Un campo vectorial Y € X"(M) es una e—pertur-
bacién X € X"(M) si Y € B(X), donde las bolas abiertas estan dadas por la métrica
de la topologia C"

Comentario 2.22. Sila variedad es compacta, la norma es dada como la norma C"(K) y
si la variedad es abierta, se toma la métrica inducida y las bolas abiertas correspondientes.

Definicién 2.23 (Perturbacién Atuénoma). Dado X : R?* — R? un campo vectorial
asociado a una ecuacién diferencial.

Una perturbacién auténoma es el campo parametrizado X (z)+eP(x) donde € pardmetro
y P campo vectorial, llamado perturbacion autéonoma del campo X.

En este caso, denotaremos a los campos perturbados por X,

Definicién 2.24 (Estabilidad Estructural). Un campo vectorial X € X7 (M) es estruc-
turalmente estable si todas las e—perturbaciones son topoldgicamente equivalentes. Es
decir, X es estructuralmente estable si:

Je>0: (Y eB(X)CA'(M)=X=p Y

Equivalentemente,si todos los campos de clase X"(M) en alguna vecindad abierta son
topoldgicamente equivalentes. O lo que es lo mismo:

EIV € V(XT(M):TO) : (Y S XT(M) N V) = X Et;op Y

Definicién 2.25 (Estabilidad Local). Decimos que X € X7 (M) es localmente estable
en p € M si para toda vecindad de p, existe una vecindad de X tal que todo campo en
dicha vecindad es topolégicamente equivalente a X en en algin punto de la vecindad de
py p. Es decir, si:

YU € Vo (p), 3V € Vixk () (X):(VWeV,3geU: X =, Y enp,q)

Tak(ary)
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Comentario 2.26. 1. Para la mayoria de aplicaciones, nos bastara con saber si un
campo es localmente estable. Nuestro objetivo es estudiar los campos localmente
inestables. Para ello, empezaremos dando una criterio de inestabilidad y daremos
2 ejemplos de inestabilidad estructural.

2. Necesitamos de compactos para la posibilidad de hablar de la norma con libertad.
En este caso, cuando queramos observar la inestabilidad estructural de un campo
vectorial, crearemos una vecindad compacta del campo y generaremos e—perturba-
ciones que no son topolégicamente equivalentes al campo. Como las perturbaciones
deben depender de algiin modo de €, serdn campos parametrizados por e.

3. Cuando sea necesario, podremos hacer uso de topologia (en particular, de la métrica
asociada a ésta) de C" sobre un abierto o una variedad, y a partir de ella constru-
iremos campos lo suficientemente cercanos.

Proposicion 2.27 (Basta verificar inestabilidad estructural en un compacto). Un campo
Xy estrcuturalmente inestable en K C U es estructuralmente inestable en U. (Donde U
abierto y K compacto)

Demostracion. Por agotamiento por compactos, sabemos que K, = K construye una
seminorma py 7. Ademads, recordemos que de la definiciéon de estabilidad estructural en
compactos, toda bola abierta bajo la norma || - ||, tiene a lo menos un campo que no es
topologicamente equivalente a Xj.

Sea X, € B(Xy) : X Ztop Xo-

Ademas, sabemos que existe un:

Y.(x) = Xe(x);xef(
TN\ Xo@)r ¢ K

Donde K es un subconjunto compacto de K
Luego este campo cumple:

pu(Ye — Xo) = [|Ye = Xol|[x < e = Yo € Xo + V(pus; %)

Como V(p,1) 2 V(p,2) D .... Quiere decir que para cualquier vecindad abierta, al
ser interseccion de vecindades de la forma anterior, se tiene que hay un Y, dado por € < %
el cual no es topologicamente equivalente.

Luego por ser base local, se cumple que para toda vecindad abierta U de X, se cumple
que hay un Y; con € = €(n) y n = n(U), tal que los campos Y; no son topoldgicamente
equivalentes al campo X O]

Ejemplo 2.28 (Rotacion Circular). Para el campo:

Z/ r
TOmemOS a campos cercanos:

v T\ _ —Y + ux
"\y T+ py

Veamos la inestabilidad estructural del campo X = Yj:
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1. Podemos reescribir como: Y, = X + pId Aplicando norma C*(K):

[1X = Yulls = max{ max (X —Yu)(x’w’s

D(X -,
X, max [|D(X = Y)(w9)l}

(z,y)t

= Id
max{ Jnax |\ (2,9)

; max D Id(x,
Jmax [[nD1d(z. )]

x
= max{ max ; max Id
{(r,y)tEK g (y) ’ (w,y)tGKH'u I}

De donde:

()
Y
Donde ||vo|| = max(gyex ||(x,y)|], cuya existencia estd garantizada por la con-
tinuidad de la norma en un compacto.

1 = Yol = e max{ max

: Id||} = ;1
X ; m)axKH |1} = |pe[ max{][vol[; 1}

(z,y)te

2. Para \ul = mi

€

XY, =
l ull 1 + max{]|vo|[; 1}

max{||vo|[; 1} < €

Luego es cercano dentro de un compacto.

x nw =1\ (x
Y =
' <y) (1 N) (y)
Veamos que no son topoldgicamente equivalentes. En efecto, si lo fueran, existiria
un homomorfismo H como el dado en la definicién, de donde:

3. Ahora bien, sabemos que:

907;( =hlo go;i"t) oh
4. Ahora bien, sabemos que el polinomio caracteristico del campo Y, estd dado por:
pv.N)=A=p)? +1=A~(n—12)A~ (n+1))
5. De donde obtenemos:
90’;/” = e exp(t Rarg(—i)) = el

Tomando p < 0:

V(z,y) € K, lim ¢y (z,y) = lim e™p(z,y) =0
t—00 K t—00
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Mientras que Va € R, Blim,_,o, 0% (a,0).

Luego, para a lo suficientemente pequenio como para que (a,0), h(a,0) € K:

Lo cual contradice la inexistencia del limite. Por tanto, no son equivalentes.

6. Para los valores positivos y negativos usamos la teoria de conjugacion topologica
para ver que la matriz de esta forma es conjugada a su representante de autovalores
1 £14,i. De donde la inestabilidad estructural ocurre en el centro al estar en el
transito entre los 3 casos.

2.3 Propiedades Locales

Definicién 2.29 (Tipos de puntos de Equilibrio). Un punto de equilibrio (z) para un
campo (X) es una raiz del mismo (X (z) = 0).

Se le dice hiperbdlico si los autovalores de la parte lineal (DX (zy)) no tienen parte
real 0. Es decir, si X(DX (z9)) N iR = (. Se le dice no hiperbdlico si no es hiperbdlico.

Comentario 2.30. La diferencia entre punto de equilibrio y singularidad es el hecho de
que la primera definicion se refiere al movimiento que provoca un campo sobre los objetos
perturbados por él. Es decir, que se quedan fijos, al no actiar como "velocidad” sobre un
“cuerpo”. La singularidad es un objeto distinto a los demaés, cuya derivada (aproximacion
lineal), no es completa.

En otros textos, ambas definiciones se toman en el mismo sentido. A lo largo de la
seccion, los usaremos indistintamente, y diremos cuando sea necesario qué caso usaremos,
especialmente en el siguiente capitulo.

Definiciéon 2.31 (Silla, Sumidero, fuente). Decimos que un punto de equilibrio hiper-
bélico xo € R™ es sumidero si i~ (DX (xg)) = n. Es fuente si it (DX (x)) = n y es silla si
no es ni fuente ni sumidero.

Comentario 2.32. En el caso bidimensional, una silla esta dada por un autovalor posi-
tivo y un autovalor negativo.

Como el campo dado por una silla es localmente topolégicamente conjugado a una
silla lineal (Por Grobman-Hartmann), luego es dado por hipérbolas que se acercan a la
recta repulsora, mientras que se alejan de la recta atractora.

Analogamente con los sumideros y fuentes, los cuales asemejan a espirales que se
acercan/alejan del origen o rectas que se acercan/alejan del origen respectivamente, de-
pendiendo de si los autovalores son tienen parte imaginaria no nula.

Definicién 2.33 (Punto de Equilibrio Estable). Sea ¢% flujo de una Ec. Diferencial
definida en todo t € R.
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1. Un punto de equilibrio z, es estable si:

Ve > 0,30 > 0: (x € Ns(xo) ANt >0 = ¢ (x) € N.(20))

Es decir:

Ve > 0,30 > 0: 00 (Ny(x0)) € Ne(zo)

O simplemente, que toda vecindad del punto de equilibrio contiene una semiorbita
positiva de una vecindad del punto de equilibrio. (Para cualquier vecindad, hay una
vecindad més pequena como para que ningtin punto escape de la vecindad original)

2. Un punto de equilibrio xg es inestable si no es estable. Es decir:

de > 0: (Vé > 0, 90[)3’00)(]\75(%)) < NE(I0)>

Lo que es lo mismo: Hay una vecindad tal que toda vecindad mas pequeiia se escapa
de la vecindad original en un tiempo suficientemente grande.

3. Un punto de equilibrio es asintoticamente estable si:
30 > 0: (z € Ns(xg) = tlim o (z) = x0)
— 00

Corolario 2.34 (Puntos de Equilibrio Estable). Todo sumidero es asintéticamente es-
table. Toda fuente o silla es inestable. Fsto es, todo punto de equilibrio hiperbolico es
asintoticamente estable o inestable.

Demostracion. Como son campos hiperbélicos, basta considerar la parte lineal.

Ahora bien, todo sumidero es atractor, luego cumple la definicién de asintéticamente
estable en la vecindad donde sean topoldgicamente conjugados.

Asimismo, toda fuente o silla tiene un repulsor, de donde se escapa de la vecindad
original de definicion. ]

Teorema 2.35 (Criterio de No Equivalencia Topolégica). Dos campos vectoriales local-
mente topologicamente equivalentes preservan los puntos descritos anteriormente: Puntos
hiperbolicos, Silla, Sumidero, Fuente, Punto de Equilibrio Estable, Punto de equilibrio In-
estable y Puntos de FEquilibrio Asintoticamente Estable.

En particular, si ningun homeomorfismo h que pudiera verificar la condicion de equiva-
lencia topologica preserva los puntos antes descritos, entonces los campos no son topologi-
camente equivalentes.

Demostracion. Sean X,Y campos localmente topoldgicamente equivalentes con la iden-
)

tidad dada segin go;("t =htoyl oh.
1. (Puntos Hiperbdlicos) Sea xo punto de equilibrio hiperbélico con indice dado por
i~ (DX (z0)). Sabemos que X y DX (x) son topolégicamente conjugados en una

vecindad abierta de xy por Teorema de Grobman-Hartmann.

De donde:
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DX (x0) =top X =top ¥

Lo cual sélo acontece sélo si se cumple la identidad con el campo lineal respectivo:
(ng((zo =H 1o oo H
Ahora bien, sabemos que el campo lineal tiene puntos atractores y repulsores de-

terminados por los autovectores asociados a los autovalores negativos y positivos
respectivamente.

Luego, como en el argumento de los conjuntos limite:

Vv € ES(DX(xO))v Lo = tliglo ¥DX(z0) (t’ U) = }E& QODX(GCO)@J(U’ t)v U) = tliglo h™'o QOY(t7 h(v))
= tli)m oy (t, h(v)) = h(xg)

De donde h(E*(DX (z9))) € W#(xy) donde W*(xy) conjunto estable formado por
todos los puntos atraidos por xg.

Como h homeomorfismo, sabemos que los siguientes conjuntos son homeomorfos:

E*(DX (x0)) = h(E* (DX (x0))) € W*(20) = ToyW*(20) = E*(DY (h(20)))

Luego, basta usar el hecho de que E*(DX(xg)), E°(DY (h(z9))) < R™ y el he-
cho de que los homeomorfismos preservan dimensién para obtener i~ (DX (xg)) <

i~ (DY (h(x0)))-

De manera andloga en —X:

it (DX (z0)) <iT(DY (h(x0))) = dimR™ — i~ (DX (xg)) < i (DY (h(xy)))
= dimR" — ;7 (DY (h(xg))) <i (DX (x0)) < i (DY (h(z0)))
= dimR" <Y (DY (h(x))) + i (DY (h(z)))
jE( Y (h(x))) < dimR"
i*(DY (h(x0))) = dimR"
i’(DY (h(x))) = 0

. (Silla,Sumidero,Fuente)

Por item anterior, basta tomar el resultado i~ (DX (zg)) < i~ (DY (h(z0))) y de
forma reciproca, utilizando la simetria de la equivalencia topoldgica como relacién
de equivalencia =, y el hecho de que Y también es un campo hiperbdlico, se tiene

que i~ (DX (20)) = i (DY (h(xo))).

De donde se sigue que campos topoldgicamente equivalentes preservan indice. Luego
los 3 puntos se preservan de forma inmediata.
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3. (Punto de equilibrio Estable/Inestable)
Recordemos que 7(z, [0, 00) N Dom(7(x,-))) C [0, 00] por orientacion positiva.

Luego:

Ve > 0,30 >0: (p[)g’oo)(Ng(xo)

)
= SOﬂ—X(z,[0,00)("|D0m('r(at:,-))) <N6 (-TO)) g

Ne(zo)
Ne(zo)

= 90[3’00] o h(xg) C Ne(xg)

De donde, evaluando en valores de la semi-6rbita positiva de ¢y:

[t > 0Ah(x) € h(Ns(0))] = h ™t ol oh(x) = ngX(z’t)(x) € N(xo)
= ¢y o h(z) € h(Ne(o))

De donde las vecindades (abiertas por h homeomorf.) h(Ns(zg)) cumplen para e
arbitrariamente pequenio (garantizandose que h(N(xg)) base local por h homeo-
morfismo).

La inestabilidad viene dada del hecho de que si un campo tiene un punto de equi-
librio inestable entonces éste no es estable. Si el otro tuviera un punto de equilibrio
estable (no inestable) entonces se preservaria via equivalencia topoldgica al primero.
Luego no se cumple.

4. (Punto de equilibrio asintéticamente estable)

Se sigue de los argumentos de los dos items anteriores:

Vo € Ns(xg),x0 = tlggo ex(t,z) = tlggo ox(7(z,t), ) = lim h™' o py (¢, h(v))

t—o00

= lim oy (t,h() = h(wo)

Luego la vecindad dada por h(Ns(zo)) (abierta por h homeomorf.) es la vecindad
que buscamos.

]

2.4 Coordenadas Polares en R2

Proposicién 2.36 (Cambio a coordenadas polares). Podemos escribir el campo X :
R? — R2:

Como:
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Demostracion. Tomemos r? = 2 +y* y 0 = arctan(¥)

Luego tenemos por regla de cadena:

e = 2% + Yy
i 1 YT — Y YT — Y 1(, )
— = - —= r—
L+ (%)% a2 2 +y? 2 Y 4

Luego al tomar los valores sobre el campo (& = P(z,y),y = Q(x,y)) obtenemos:
7= P(rcos(),rsin(f)). cos(d) + Q(r cos(#),rsin(f)). sin(0)
0= %(Q(r cos(0),rsin(f)). cos(0) — P(rcos(d),rsin(0)). sin())

De donde también podemos escribirlo como:

dr _ r(P(rcos(8),rsin(#)). cos(f) + Q(r cos(d), rsin(#)). sin(f)) _ r(P cos(f) + Qsin(h))
do Q(r cos(d),rsin(0)). cos(d) — P(r cos(0), rsin(f)). sin(6) Q cos(0) — Psin(0))

]

Comentario 2.37. Recordemos que una solucién de la Ec. Diferencial es una curva
(x(t),y(t)) la cual estd parametrizada por la variable temporal t. Asimismo, a la hora de
interpretarse bajo la 6ptica de las coordenadas polares obtenemos que la solucién tendra
la forma (r(t),0(t)) curva polar parametrizada por el tiempo.

Comentario 2.38 (Criterio para distancia de curva). Sabemos que el radio parametrizado
de la curva dada por proposicién es un valor real positivo. Este crecera o decrecerd de
acuerdo con su derivada.
Si la derivada es positiva, se ira alejando del origen, si es negativa, se ird acercando.
Es decir:

7> 0 = r(t) creciente (se aleja)

7 < 0 = r(t) decreciente (se acerca)

Esto no quiere decir, sin embargo, que la curva converja al centro o diverja al infinito,
pues puede ser atrapada por un ciclo limite (6rbita cerrada periddica tal que las érbitas
que entran en una vecindad de la érbita, tienden a la érbita).

Comentario 2.39. Bajo la riqueza geométrica que nos proporcionan los campos bidimen-
sionales, obtenemos mas objetos geométricos que se preservan bajo equivalencia topolog-
ica.

Definicién 2.40 (Centro). El origen se llama un centro del sistema no lineal si:

36> 0:T == ¢k, N(N5(0) — {0}) es curva cerrada A 0 € S(9S =T)
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Definicion 2.41 (Foco Estable). El origen se llama un foco estable si

t—o00

36 > 0: (O <79 < (5, 00 eER= T(t,’l“(),e()) t—_)}oo 0, |Q(t,7’0700)| — 00
Definicién 2.42 (Foco Inestable). El origen se llama un foco inestable si

t——o0

36> 0:(0 <7< 8,60 € R=r(t,ro,00) =7 0,10(t,70,600)] = 00

Definicién 2.43 (Espiralizar al centro). Cualquier trayectoria en R? tomada de forma
polar como (r(t),0(t)) espiraliza hacia el origen cuando t — 400 si se verifica:

r(t) = 0,]0(t)] — oo
Cuando t — 00 respectivamente.

Definicién 2.44 (Espiralizar a una curva cerrada). Cualquier trayectoria en R? tomada
de forma polar como (7(t),0(t)) espiraliza hacia la curva cerrada I" cuando t — £o0 si se
verifica:

d(r(t),I') = 0,16(t)| — oo
Cuando t — o0 respectivamente.

Definicién 2.45 (Centro-Foco). El origen se llama un centro-foco si:

n—o0

HCn} i (Do C S, AT, "7 0AVZ € Sy, — Sr,Ly, @k () espiraliza a Ty, 0 a Ty
Definicién 2.46 (Nodo estable/inestable). El orign es llamado un nodo estable si:

36>0:(0<rg<6,0)€R=r(trgb) =0, Eltgr_n 0(t,r0,60))

Es decir, si cada trayectoria en un vecindario borrado del origen se acerca al origen
en una linea tangente bien definida.
El origen es llamado nodo inestable si

30>0:(0<ry<6,6)€R=r(tryb) 570, 3 lim_6(t, 70, 6,))
——00

El origen es llamado nodo propio si es un nodo y cada rayo que pasa por el origen es
tangente a alguna trayectoria.

Definicion 2.47 (Silla topoldgica). El origen es una silla topolégica si

A0, T, T, Ty, 0> 0: Ty, Ty 2550 A T3, Ty 72570 A @l (Ns(0) — {0}) 75 Ny (0)°
Las trayectorias 'y, I'5, '3, 'y se llaman separatrices

Comentario 2.48. Al igual que en el caso de la silla lineal, las separatrices cumplen el rol
de la recta "atractora” y la recta "repulsora”, con Orbitas cercanas comportandose como
"hipérbolas”, las cuales "eventualmente escapan” y que "provienen” de alguna vecindad.
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Teorema 2.49 (2do Criterio de No Equivalencia Topolégica). Si dos campos son topoldgi-
camente equivalentes X =4, Y, el homeomorfismo h que los hace equivalentes preserva
centro, foco estable/inestable, centro-foco, nodo estable/inestable/propio, silla topologica,
y las trayectorias espiralizan hacia el centro / una curva cerrada se preservan respectiva-
mente.

Demostracion. 1. Centro
2. Foco Estable/Inestable
3. Centro-Foco
4. Nodo Estable
5. Nodo Inestable
6. Nodo Propio
7. Silla topologica
8. Espiralizacion hacia el centro

9. Espiralizaciéon hacia una curva cerrada

Ejemplo 2.50. El sistema:

() = —y+x(z? +y* — 1)?
= 2 1.2 1)2
Y r+ylx*+y*—1)
Es estructuralmente inestable en cualquier subconjunto compacto K C R? conte-

niendo al disco unidad.
Basta considerar:

Y (5) N (_xyj_yfgig:—i_yf ﬁ) N/;))

Igual que antes, sélo hemos agregado una diferencia de (‘;) i por lo que es satisface

estar cerca del campo original.
Escribiendo el sistema de forma polar obtenemos:

Y,

P\ _ (r(07 =1 =)
)= ()

Donde puede escribirse la diferencia como X — Y, = (T{L )

Es decir, en el caso planar es: X —Y,, = pld.
Luego bajo la norma C* los campos son arbitrariamente cercanos.

1. Para u < 0, el campo tiene valor radial positivo, luego las érbitas divergeran al
infinito.
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2. Ahora bien, para p = 0:

La parte del campo con respecto a su componente radial se factoriza como:

F=rr? =12 =r( —1)>%r+1)>

Haciendo un andlisis de raices, v(t) = (cos(t),sin(¢))* es un ciclo limite no hiper-
bolico. En efecto, r = 1 son "puntos de equilibrio” , en el sentido de que el radio se
queda constante. Luego la orbita se mantendra dentro de la circumferencia unidad,
luego la circumferencia unidad es tnica orbita periddica.

Ademas r = 0 es punto de equilibrio.
Como el campo tiene componente radial positiva, se tiene 7 = r(r? — 1)% > 0

Es decir, que valor al interior de la circumferencia tienden (con orientacion posi-
tiva) a espiralizar al ciclo limite. Asimismo, valores al exterior también tienden a
espiralizar al infinito. Lo tnico que difiere es que la circumferencia "atrapa” las
orbitas que surgen desde el interior y las 6rbitas que "salen” tienden al infinito.

3. Para 1 < p el comportamiento es analogo:

=r=r

Los "puntos de equilibrio” radiales estan dados por r = /1 + ,/u.

Es decir, v(t) = /1 + \/p(cos(t),sin(t)) es una érbita periédica aislada.
Ademas, el origen r = 0 punto de equilibrio.

Sabemos que:

(a) r> /14 /=7 > 0 entonces se aleja del origen.
(b) 0 <r < /14 /=7 <0 entonces se acerca al origen
(¢) r < 0= Imposible

Es decir, que trayectorias con punto inicial al interior de la circumferencia tienden
(con orientacién positiva) a espiralizar al origen. Asimismo, valores al exterior
tienden a espiralizar al infinito.

4. Para 0 < p < 1 aparecen 2 ciclos limites:

=r=r
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Los "puntos de equilibrio” radiales estan dados por r = /1 + /i, 7 = /1 — \/pu.
Es decir, 7 (t) = /1 + /u(cos(t),sin(t)) y v2(t) = /1 —/m(cos(t),sin(t)) son

orbitas periddicas aisladas.

Notar que el primer ciclo limite v; contiene en el interior de la region delimitada
por éste al ciclo limite ~s.

Ademas, el origen r = 0 punto de equilibrio.

Tomando andlisis con respecto de las demas raices, tenemos:

(a) r> \/1+/n= 7> 0 entonces se aleja del origen.

(b) \/T+ /1 >r>/1T— /=7 <0 entonces se acerca al origen.
)
)

(c) v/1—y/p>1r>0=17>0 entonces se aleja del origen
(d) r < 0= Imposible

Es decir, fuera de v ciclo limite, se aleja al infinito. Entre v; y 2 se acerca a s.
Dentro de v, se acerca a vs.

Notar que el transito de p al pasar de valores negativos a 0 es interpretado como la
circumferencia de radio 1 perdiendo la repulsion radial. Es decir, que pese a que para
valores dentro y fuera de la circumferencia las trayectorias tiendan a alejarse, se alejan
cada vez mas débilmente hasta ya no alejarse en la misma circumferencia.

El transito de valores de u de 0 a 1 se puede interpretar como que la circumferencia
unitaria emana dos ciclos limites separados en funcién del pardmetro p. El primero se
va alejando hacia fuera, mientras que el segundo se va encogiendo hacia dentro. En la
regién entre ambos ciclos limites se cambia la orientacién de direccién radial (Tiende al
origen) mientras que fuera del mas grande y dentro del més pequerio se comporta como
un “anillo” limite el cual es andlogo al caso u = 0 (Se acercan desde dentro y se alejan
desde fuera).

Cuando el ciclo limite mas pequeno llega al origen, el comportamiento es el mismo
que el de el intermedio y exterior de los ciclos limites.

Por criterio geométrico para la no equivalencia topologica, se sigue la no equivalencia
topologica para pu # 0 y por tanto, la inestabilidad estructural de X.

Por lo general, sistemas dindmicos con puntos de equilibrio/érbitas periddicas no
hiperbolicas no son estructuralmente estables.

Pese a que usamos la visualizacién del diagrama de fase para entender la bifurcacién
del ejemplo anterior, siempre es posible utilizar métodos analiticos para probar la no
equivalencia topolégica. En este caso, para probar la no equivalencia topologica bastaba
tomar:

g o 4, (29)] = o

Para |(z,y)| < 1
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Asimismo, basta ver que la aparicién de érbitas periddicas contradice la exitencia
del homeomorfismo h de la definiciéon de equivalencia topoldgica. En efecto, h es un
homeomorfismo que envia érbitas en oOrbitas. Por ser homeomorfismo, debe mapear
orbitas periddicas en Orbitas periddicas.

Por tanto, no pueden haber més érbitas periddicas en un campo que en otro.

Comentario 2.51. Aprovecharemos en utilizar los siguientes teoremas sobre sillas, pun-
tos de equilibrio hiperbélicos, etc

Teorema 2.52 (Bendixson). Sea E C R? abierto conteniendo al origen y sea X € X*(F).
Si el origen es un punto critico aislado. Entonces toda vecindad del origen contiene una
curva solucion cerrada con 0 en su interior o existe una trayectoria acercindose al 0
cuando t — 400

Teorema 2.53. Supongamos que P, Q) sean funciones analiticas de x,y en algin abierto
E C R? conteniendo al origen y supongamos que las expansiones de Taylor de P,(Q sobre
el origen empiezan con términos de grado m > 1, P, Q.

La trayectoria que se acerque al origen cuando t — oo espiraliza al origen cuando
t — o0 o tiende al origen en una direccion definida 0 = 6y cuando t — oo.

St Q. —y Py, no es nulo. entonces todas las direcciones de acercamiento 6y satisfacen:

cos(0o) Q@ — sin(by) P, = 0

Ademds, si alguna trayectoria espiraliza al origen cuando t — 0o, entonces todas las
trayectorias en un vecindario borrado del origen espiraliza al 0 cuando t — oo

Comentario 2.54. Si P, (), son lineales ax + by, tenemos que las direcciones donde
se aproxima al origen son las direcciones de los autovalores de la matriz asociada a los
coeficientes. (Agarramos solo la parte lineal del campo y olvidamos los grados mayor que

1).

Teorema 2.55. Supongamos que E C R? abierto conteniendo el origen. Si el origen es
un punto de equilibrio hiperbolico del sistema no lineal. Entonces el origen es una silla
topologica del sistema si solo si el origen es una silla del sistema linealizado.

Demostracion. Basta usar Teorema de Grobman-Hartman y el hecho de que los autovec-
tores son vectores tangentes de las separatrices (Teorema de la Variedad Estable). [

3 Criterios de Estabilidad Estructural

El objetivo de esta secciéon es lograr entender el criterio basico de estabilidad estruc-
tural, el Teorema de Peixoto, para estudiar campos que desafien este criterio, obteniendo
campos estructuralmente inestables. Para ello, empezaremos estudiando 2 conceptos
preliminares.

3.1 Sistemas Hamiltonianos

Definicién 3.1 (Campo Vectorial Hamiltoniano).

Teorema 3.2 (Conservacién de la Energia).
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Teorema 3.3 (Campo Hamiltoniano Inducido).

Definicién 3.4 (Trayectorias que conectan puntos silla). Una trayectoria I';, = ¢x (1)
determinada a partir del flujo de un campo se dice que conecta puntos de equilibrio silla
topologicas a,b € R? si:

lim ¢ (r) =a+b

t—+oo

Es decir, conecta los dos puntos de equilibrio que son sillas topologicas.

Definicion 3.5 (Punto critico no degenerado). Se dice punto critico no degenerado si no
tiene autovalores nulos

Teorema 3.6 (Teorema 2 de Perko). Todo punto critico no degenerado de un sistema
Analitico es una silla-topolégica o un centro.

Un punto es una silla topologica del campo inducido si solo si es una silla de la funcion
Hamiltoniana.

Un mdzimo o minimo estricto de la funcion hamiltoniana es un centro

Ejemplo 3.7. Basta tomar la ecuacion diferencial dada por:

rT+x=0

Por Toépicos de EDO, vemos que el diagrama de fase esta dado por:

Vemos que los puntos (£, 0) son sillas topoldgicas por ser sillas topoldgicas del campo
inducido.

Las trayectorias que conectan (m,0) con (—m,0) son trayectorias conectando sillas.

Comentario 3.8. Continuando nuestro estudio de inestabilidad estructural, veremos
que las trayectorias que conectan sillas no persisten bajo perturbaciones C' pequefias
del campo. Luego puede ser utilizado como criterio de inestabilidad estructural como
sigue: Si hay un campo con trayectorias que conectan sillas, lo mas probable es que sea
estructuralmente inestable.

Ejemplo 3.9. Considerando el sistema:

() = (i)

Para y = 0 obtenemos el Hamiltoniano de H(z,y) = 3(y* — 2?) + 2*
Con 2 centros (£1,0) y 2 ciclos separatrices encerrando dichos centros.

Proof. Veamos que el origen es un sumidero y que para pu < 0 los puntos criticos (£1,0)
son focos estables.
Para p # 0 no hay ciclos por el criterio de Bendixson y usamos el T. Poincaré
Bendixson
Il

Para pu = 0 este sistema es estructuralmente inestable en cualquier compacto conte-
niendo a D5 [0].

En efecto, basta tomar p suficientemente pequeno para tener a X, como e—pertur-
bacién de Xj.

Cuando esto acontezca, podemos ver que no son topol. equivalentes.
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Basta recordar que:

limy o0 P, ., (V2,0) = (1,0)

3.2 Teoremas de hiperbolicidad

Comentario 3.10. Recordemos que para campos lineales, la estabilidad estructural esta
dada inmediatamente por la por hiperbolicidad de la matriz:

Teorema 3.11. A € Hip(R") si sdlo si A es estructuralmente estable.

Esto era debido a que los indices se preservaban bajo pequenas perturbaciones en la
topologia inducida por la norma de matrices || - ||.

Queda ver si existen resultados analogos en el caso de puntos de equilibrio hiperbdlicos
de campos no lineales bajo la topologia C*.

Empezaremos estudiando como se preservan los puntos de equilibrio y orbitas hiper-
boélicas.

Teorema 3.12 (Persistencia de puntos de equilibrio hiperbélicos). Sea X € X'(M) es
un campo de clase C' sobre una variedad M conteniendo un punto critico hiperbélico x
del sistema. Entonces X es localmente estable en xo. Es decir:

Ve>0,30>0: (Y e X' (M)A||X =Yy <8) = [Byo € Be(wo) : yo pto. crit. hip. deY)
A(iDX (20) = (DY () )

Demostracion. Sabemos por Teorema de Transversalidad, que G; conjunto de campos
con puntos de equilibrio hiperbdlicos es abierto y denso en X*(M).

Luego se deduce que por demostracion, que esos campos hiperbélicos preservan indice.
De donde se sigue que hay una vecindad del campo formada por campos hiperbélicos de
mismo indice.

Entonces esos campos son topologicamente equivalentes por Teorema de Grobman
Hartman O

Comentario 3.13. La demostracion del caso de puntos de equilibrio hiperbdlicos y de
6rbitas periddicas hiperbdlicas esté en el texto de Palis (Geometric Theoery of Dynamical
Systems)

Teorema 3.14 (Persistencia de Orbitas Periddicas Hiperbélicas). Sea X € X'(M) es
un campo de clase C' sobre una variedad M conteniendo una érbita periddica hiperbélica
I'y del sistema. Entonces:

Ve >036>0: (Y € XY M)N||X =Y||1 <6) = [ATy € B(T'y) : Ty 6rb. period. deY
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Comentario 3.15. El anterior resultado es dado por el texto de Perko, en realidad, con
el lenguaje introducido podemos reducirlo a la forma dada por el siguiente teorema

Teorema 3.16 (Persistencia de Orbitas Periédicas Hiperbolicas). Sea X € X"(M) y T
orbita periodica cerrada hiperbolica. Entonces X localmente estable en I’

Demostracion. ]

Comentario 3.17. Ambos Teoremas nos permiten construir equivalencia topolégica lo-
cal, de donde se seguird la "estabilidad estructural local” tomando la vecindad y la equiv-
alencia topoldgica dada.

Ahora bien, queremos elevar estos resultados hasta saber cuales son las condiciones
necesarias para la equivalencia topolégica global mediante este "empaste”; a fin de lograr
la estabilidad estructural en el sentido usual, es decir, que los campos posean el mismo
diagrama de fase.

Asi como en la teoria de perturbaciones, el primer paso para lograr entender como
una perturbacion afecta a un campo era imponer una restricciéon a un objeto simple,
ya bien el campo a una familia de campos lineales sobre espacios de Banach, como en
los semigrupos, ya bien como una familia de campos no lineales sobre una familia de
campos no lineales, sobre una variedad, asi también veremos que para nuestro proposito,
deberemos de restringir nuestra atenciéon a campos definidos sobre una variedad compacta
bi-dimensional.

Para lograr nuestra empresa, debemos definir y estudiar brevemente una ultima
propiedad, la de los puntos no errantes.

Definicién 3.18 (Punto no errante). Un punto x € M es un punto no errante del flujo

o si:
VYU € Vi) (@), VT > 0,3t > T : o5 (U)NU #0

Definimos al conjunto no errante {2: 0 NW, del flujo ¢’ como el conjunto de todos
los puntos no errantes del flujo en M.
M — ) es conjunto errante y sus puntos son llamados puntos errantes del flujo

Comentario 3.19. La interpretacion de los puntos no errantes esta dada por los puntos
en los cuales alguna vecindad del punto cuenta con puntos que regresan a la vecindad
(considerando un tiempo arbitrariamente grande a partir del cual podemos ubicar el
retorno) tras ser afectada por el campo.

Definicién 3.20 (Campos Relativamente Primos). Sea X = (P, Q) € X*°(R?) campo
planar analitico. Decimos que X es relativamente primo si P y () son relativamente
primos en el sentido de funciones analiticas. Es decir, si no comparten un factor analitico
salvo la unidad, lo que es lo mismo:

Vh € C*(R*R), ([(h | P)AN(h| Q)= h= 1)

Teorema 3.21 (Caracterizaciéon de puntos no errantes). Sea X € X*°(R?) campo planar
analitico relativamente primo.

Los inicos puntos no errantes del flujo de X (¢% ) son puntos criticos, puntos en ciclos
y puntos en graficos que pertenecen al w—limite de la trayectoria o ell conjunto limite de
una secuencia de érbitas periddicas del flujo (En R? o en la esfera de Bendizson).
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Ejemplo 3.22. El campo constante:

x(3) - ()

Tiene como flujo asociado (sobre el toro):

¢ [T\ [wil+ 2o
X \y wat + Yo

Por teoria de sistemas dinamicos sabemos que el sistema atraviesa todos los puntos

para t € R — Q y que todas sus érbitas son periddicas para o € Q. En ambos casos todo
el toro esta formado por puntos no errantes y el sistema es estructuralmente inestable.

(Existe una constante arbitrariamente pequena que si se anade a w; cambia ambos casos

3.3 Teorema de Peixoto

Teorema 3.23 (Peixoto). Sea X € X' (M?) campo de clase C' sobre una 2-variedad
diferenciable M, compacta. Entonces X es estructuralmente estable si solo si:

1. La cantidad de puntos de equilibrio y orbitas periddicas es finita y cada uno de éstos
es hiperbolico.

2. No hay trayectorias conectando puntos silla

3. Bl conjunto no errante Q¢ consiste sélo de puntos de equilibrio y ciclos limite.

Si M es orientable, el conjunto de campos vectoriales estructuralmente estable es
abierto y denso en X'(M)

Comentario 3.24. La grave importancia del Teorema de Peixoto radica en ser un criterio
para la estabilidad estructural de un campo en base a sus propiedades internas y a la
compacidad de la variedad bidimensional.

En nuestro caso, tenemos que todo campo puede perturbarse un poco, de tal forma
que dentro de un compacto sea estructuralmente estable.

La gran ventaja de ésto es que las perturbaciones que puedan ser de nuestro interés
para un estudio posterior son tinicamente aquellas que salen de éste marco.

Es decir, los tinicos campos que nos interesan son aquellos que no cumplen ninguna
de las proposiciones de la equivalencia.

Visualizaciéon 3.25. Un resultado considerable, es que para variedades orientables, siem-
pre podemos perturbar lo suficiente en una vecindad abierta bajo la topologia de campos,
a fin de obtener un campo estructuralmente estable, es decir, que siempre podemos aprox-
imar un campo por otro que si sea estructuralmente estable, y que pese a que estos estén
tan cerca como queramos, siempre este otro tendra un abierto distinto donde todos seran
topoldgicamente equivalentes. Lo mas cercano a una representacion en éste sentido, seria
el siguiente diagrama:

Definicién 3.26 (Propiedad Genérica). Si el conjunto de todos los campos vectoriales
X7 (M) satisfaciendo P propiedad contiene un conjunto denso y abierto de X"(M). En-
tonces la propiedad P se dice genérica.
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Corolario 3.27 (Conscuencia Genérica del T. Peixoto). La estabibilidad estructural es
una propiedad genérica de los campos vectoriales sobre una 2-variedad compacta diferen-
ciable orientable.

Definicién 3.28 (Propiedad Genérica Relativa). Una propiedad se dice genérica en V' C
X7 (M) si el conjunto de todos los campos vectoriales en V' satisfaciéndola contiene un
conjunto abierto y denso en V'

Teorema 3.29 (Teorema de Poincaré-Bendixson).

Comentario 3.30. Para campos bidimensionales, el T. de Poincaré Bendixson caracter-
iza el conjunto limite como puntos criticos, ciclos limite y graficos.

Si no hay conexiones silla, podemos eliminar los graficos, de donde caracterizamos el
conjunto no errante segin puntos criticos y ciclos limites.

Definicién 3.31 (Esfera de Poincaré).
Teorema 3.32 (Caracterizacién de campos planares en la esfera de Poincaré).

Corolario 3.33 (Peixoto + Poincaré Bendixson Analitico). Sea X campo vectorial en la
esfera de Poincaré definido por la ec. diferencial:

dX dY dZ
X Y Z|=0
P Q0

donde:

P(X,Y,Z) = Z™P(

~—

)

TN
NN

~—

Q*(Xv Y, Z) = ZmQ(

)

Con P, Q) polinomios de grado m.
X estructuralmente estable en S? si sélo si:

1. El numero de puntos criticos y ciclos es finito y cada uno es hiperbolico

2. No hay trayectorias conectando puntos silla en S?

Comentario 3.34. Por todo el desarrollo anterior, la estabilidad estructural esta dada
por una cantidad infinita de puntos criticos, por algin punto criticos no hiperbélico o por
trayectorias conectando puntos silla en S2.

Definicién 3.35 (Topologia de Whitney- C'). Decimos que un campo X € X*(M) es
estructuralmente estable para perturbaciones-C' fuertes si es topolégicamente equiv. a
todos los campos cercanos Y bajo:

(X (2) =Y (y)| + [[DX(x) — DY (2)]] < e(x)

Para algtin € : M — R™ funcién continua, estrictamente positiva, que tiende al origen
cuando el vector tienda al origen.
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Comentario 3.36. La estabilidad estructural del campo vectorial polinomial X en S?

implica la estabilidad estrucrual del campo vectorial polinomial ( ) bajo perturbaciones

Q

fuertes C'!

Definicién 3.37 (SILLA en el infinito). Una silla en el infinito (SAI) de un campo
vectorial X sobre M 2-variedad se define como un par de semi trayectorias de X (I" ;, F;)
escapando al infinito de tal orma que existan secuencias p,, — p, t, — oo con ¢(t,, pn) — ¢
en M.

En este sentido, F; se llama la separatriz estable del SATy ' se llama la separatriz
inestable del SAI.

Una conexién de sillas es una trayectoria I' = 't UT'~ donde I'* es una separatriz
estable de una silla o de un SAI y I'” es una separatriz de una silla o de un SAI.

W*(X) la unién se todas las trayectorias conteniendo separatrices estables o inestables
de una silla o SAT de X, entonces hay una conexion de sillas s6lo st WH(X)NW~(X) # 0

Teorema 3.38 (Kotus, Krych, Nitecki). Un campo vectorial polinomial es estructural-
mente estable bajo perturbaciones -C* fuertes si sélo si:

1. Todos los puntos criticos y ciclos son hiperbolicos

2. No hay coneziones de sillas (considerando separatrices de sumideros al Infinito)

Ademds, hay un subconjunto abierto y denso de polinomios formado unicamente por
campos estructuralmente estables en R? bajo perturbaciones-C* fuertes

Definicién 3.39 (Interseccién Transversal). Sea p € R". Dos variedades diferenciables
M, N intersectan transversalmente en p € M NN si T,M ®©T,N = R".
Intersectan transversalmente si intersectan transversalmente en toda su interseccion.

Definicién 3.40 (Sistema de Morse-Smale). Un sistema de Morse-Smale es aquel en el
cual:

1. El nimero de puntos de equilibrio y érbitas periédicas es finito y cada una es
periddica

2. Todas las variedades estables e inestables que intersectan lo hacen transversalmente.

3. El conjunto no errante consiste inicamente de puntos de equilibrio y érbitas per-
iddicas.
Teorema 3.41. Los sistemas de Morse-Smale son estructuralmente estables (El reciproco

no es cierto)

4 Plan de Estudio de Bifurcaciones

Siguiendo con las condiciones anteriores dadas por las consecuencias del Teorema de
Peixoto, vemos que tenemos las siguientes alternativas del estudio de inestabilidad es-
tructural de campos planares:

1. Estudiar los campos con puntos de equilibrio no hiperbdlicos.
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2. Estudiar campos con ciclos no hiperbdlicos

3. Estudiar campos con infinitos puntos de equilibrio.

4. Estudiar campos con infinitos ciclos liimite.

5. Estudiar campos con trayectorias conectando puntos silla.

6. Estudiar campos con trayectorias conectando puntos silla para separatrices en el
infinito.

7. Estudiar campos cuyo conjunto no errante no consista exclusivamente de puntos
criticos y ciclos limite.

Para campos polinomiales, el Teorema de Dulac garantiza que la 4ta condicién sea
imposible, ademads de que la Tta condicién se reduce (Comentario anterior). Recordemos
que para sistemas Hamiltonianos, ya hemos descartado también 5. y 6. de forma parcial
segln su caracterizacion.

Empezaremos dando las definiciones basicas en esta seccion. Procederemos a realizar
dicho plan hasta donde sea sensatamente posible.

Cuando se haya completado suficientemente es estudio de los campos parametrizados
satisfaciendo 1 y 2, asi como logrado dar ejemplos de los demads casos, daremos por
finalizada la parte tedrica.

4.1 Sobre el concepto de Bifurcaciéon

Definicién 4.1 (Valores ordinarios). Sea X € C*(A; X"(M)) mapeo a lo minimo con-
tinuo. Se dice campo Parametrizado sobre A espacio topolégico.
Se dice que A\ € A es un valor (ordinario) de estabilidad estructural para X si

HV)\O < V(A,TA)<)\0) : (V)\ S V,\O,X(A) =top X()\g))

Sea (X)) conjunto de todos los valores ordinarios de estabilidad estructural.

Se le deonomica asi porque dentro del espacio de campos formados por los campos en
cada pardmetro { X} ea decir que el campo X, es estructuralmente estable es lo mismo
que decir que Ag es un valor ordinario de estabilidad estructural.

Definicién 4.2 (Bifurcacion). Decimos que un punto Ag € A es una bifurcacion del
campo X € C*(A; X7 (M)) si Ag € Ay (X) := A — X(X). Es decir, si:

VWV € Viar)(A0), I € Vit X(A) Ziop X (o)

El conjunto A;(X) se dice el primer conjunto de bifurcacién para X y sus puntos se
llaman valores de bifurcacién para X.

Cuando un campo parametrizado posee un valor de bifurcacién, se dice que el campo
atraviesa una bifurcacion en el valor de bifurcacion.

Comentario 4.3. Si bien la intuicién natural de bifurcacién obedece al orden de un
campo el cual atraviesa un cambio en el diagrama de fase, otro fenémeno natural que
ocurre de menudo es el tomar el espacio de parametros como un intervalo cerrado u
abierto de R.
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En este caso, tenemos que la bifurcacion puede entenderse como un cambio de esta-
bilidad al atravesarse un valor de bifurcaciéon en una curva. Esto obedece a la intuicion
de que la bifurcacion ocurre al modificarse el comportamiento topolégico de la imagen
del flujo. Formalizamos esto de acuerdo a la siguiente definicion:

Definicién 4.4 (Sistemas Semi-dindmicos). 1. Una familia continua de sistemas semi
dindmicos (también referidos como semigrupos continuos) es una funcién continua

F:XxTxAN—=X

donde:
(a) (X,||-]|x) es un espacio vectorial normado
(

)

b) (A, p) espacio métrico

(¢) T < R semigrupo topolégico ordenado (Sea Rt o Z™)
)

(d) La topologia de X x T' x A dada por la topologia producto usual.
tal que se verifica, usando la notacién Fi(z) = F(z,t,\), que:

(a) FY=1d
(b) Fit o FY = R
()

V7 e T,Ve> 0,3V, € Viar,)(Ao) : ((;E,t) € Xx([0,7]NT) = F‘t/AO (x) C Be(F/(O(x))>

2. Se dice que la funcién:

Fy:XxT—X
(2,8) = Fa,t,A)

es el A\—sistema semi-dindmico.

Denotaremos a la familia de sistemas semidinamicos por F)

3. Una familia de sistemas dindmicos es una familia de sistemas semi dindmicos donde
T es un grupo topoldgico ordenado , ya sea Z o R

4. Usaremos la notacion de semiérbita positiva de A\—sistema como:

Fin(w) = (J{F*(2)}

W (2) = Foa(z)
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5. Sean U, A € P(X), y A € A. Decimos que U A—absorbe a A uniformemente si:

deT:F\(A) CU
Es decir, si a partir de algiin momento, todos los puntos de A se quedan en U.

6. El sistema semi-dindmico F es localmente asintéticamente compacto (L.A.C.) sobre
A C X si {F'(x,)}nen es compacto para secuencias{x,}nen € X, {tn}nen C T
verificando:

(a) lim, oo t, = +00
(b) {F[Oin} (In)}neN g A

7. Se define el conjunto limite de x como:

INGOEAERG)

t>0

Asimismo, el A—limite se define como:

L:\"_(A) = {L € X: <E|{xk}keN Q A, {tk}keN Q T [L = kh—golo F;\k(l‘k)]/\[kll_)filotk = +OO])}

8. Un conjunto M C X es positivamente A—invariante si vy (M) = M.

El conjunto se dice A—invariante si M y X — M son positivamente A\—invariantes

9. Se define el conjunto de inestabilidad de M € 75 con respecto de F) como:

k— o0

I)\(M) = {y e X—M: (El{xk}keN - X, {yk}keN cX: [yk c 7;<XK>]A[]}L% d($k, M) = O]/\[hm

Asimismo, puede definirse segtin:

IA(M) = {y e X—M: (H{Ik}keN Q X, {tk}keN Q T [3 kllIIl T € M]/\[khm F)t\k = y})}
—00 — 00
Proposicién 4.5 (Asintéticamente Compacto). Fipy+ ) semigrupo de clase AC' (Asin-
toticamente compacto)

Definicién 4.6 (Bifurcacion de Semi-Sistemas Dindmicos). 1. Un conjunto A—invari-
ante para todo A € A compacto M atraviesa una bifurcacién extracritica (o pérdida
critica) con respecto de F en \g si:

VU € Vry (M), V3, € Vars (M),
X € Vi, — { Ao}, IM,, A—inv., compacto : [MyNM =0 A [0 # M, C U]

para X localmente compacto.
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2. Para una familia de semi-sistemas dinamicos en general, se tiene una bifurcacion
extracritica (o pérdida critica) en Aq si:

YU € Vxry (M), ¥Va, € Var, (Mo),
MeVy, —{AhIreM: 4 CU-M

Definicién 4.7 (Tipos de Bifurcacinoes Uni-Parametrizadas). Sea M compacto invari-
ante atravesando una bifurcacién extracritica con respecto de Fj en \g, para A C R con
topologia inducida 74 = AN7g. Las bifurcaciones extracriticas se clasifican de la siguiente
forma:

1. La bifurcacién se dice subcritica si los A € V,, — {A¢} de la definicién cumplen

A< )\0
2. La bifurcacién se dice supercritica si, se cumple el caso andlogo para A > \g

3. La bifurcacién se dice transcritica si existen A € V), — {A\o} de la definicién que

cumplan que A < Ag y si existen A € V), — {\g} de la definiciéon que cumplan que
A > )\0

Comentario 4.8. Procederemos a dar un ultimo ejemplo para el desarrollo de éstos
conceptos. Para ello, requerimos utilizar una familia de sistemas dinamicos, la cual solo
es dada si el flujo tiene como intervalo maximal dado sobre R, o lo que es lo mismo, que
la familia de flujos sea familia de sistemas dinamicos. Usaremos el Teorema de Vinograd.

Teorema 4.9 (Teorema de Vinograd). Todo campo X € X"(U) (r > 0) con solucidn
inica es topoldgicamente equivalente a un campo completo con solucion unica (localmente
Lipschitz).

Ejemplo 4.10 (Bifurcacién Supercritica). Veamos el caso de la bifurcacion dada por la
familia de y—perturbaciones del campo:

X(z,y) = (__524)

—a* + 5px? — 4,u2)
-y

Dados de la forma:
e = (
Veamos que atraviesa una bifurcacion:

1. Se cumple:

2 4,2
n—xzcwoﬁﬁ

2. Calculando la norma C? sobre algtin compacto K C B;(0) C R?
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2 2 2 2
1%, = X1 = max ¢ || (P 740 (o (1
0 0
Calculando cada norma respectivamente:
(a) Para diferencia original:
24,2
max <5/w Au ) H = 5|u| - max
(z,y)EK 0 (z,y)EK
— 5[yl -
nl max
(b) Para derivada del campo:
max ||[D S — Ay’ |(z,y)|| = max 10uz
(z.y) €K 0 Y (z,y)eK 0
= 10|p| - max
- || (
= 10|p| - max

= 10|p| - max

= 10|u| - max
|#| (zy)eK
= 10|p| - max |x
|1 (w’y)eKl |

(c) Para segunda derivada:

4
max |22 — —

max
(z,y) €K [[(v1,v2)[|=1

max
(z,y) €K [[(v1,v2)[|=1

(

CAPITULO 1. ESTABILIDAD ESTRUCTURAL

e

Spz? — 4’
0

‘ Y

(5 i

el

5

)|
)

0 0

z 0

o) (
()]

(%1
V2

x
0

)

Spa® — 4N2) 2 <5Mx2 - 4u2> <v1> (m)
max D2 x, = max max D z,
(Z,y)EK [ ( 0 ]( y> (m,y)GK ||(”U1,1)2)||:1 [ 0 ]( y) Uy Vs
— max  max 62—(%{2)@1@% + 2—82(2;;){)1@11)2 + 3&(
@uek oapeli=t || \ LX)z 4 980Xy, 4 220
2
= max max <10,uv1> H
(z.y)€K [|(v1,02)|=1 0
= 10|u| - max max |v?
| (xﬁy)eKH(vm)H:l! il

= 10[p|
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3. Agregando todos tenemos:

4
Y, — X||y = 5\l - 2 2l 10 - :10
1Y, - X|ls nmx{ - e Ja® ~ S 1004 o o IM}

4
= 5| max<{ max |2? — —pf;2 max |z|;2
o { x|« ~ L2 o2}

4
< 5p|max<{ max |2?| + =|u|;2 max :17;2}
< sl max . ma 2]+ 3152 mas, [o

Sabemos que K C B;(0), de donde |z| < /2?2 + 4% = ||(z,y)|| < 1,V(z,y) € K.

De donde se cumple:

4
Y, — X||s < 5|p|max{ max |z% + =|u|;2 max x;Z}
1%, — Xl < 5l {(%MEK| -+ el 2 s o
4
S5lu|ma><{1+5!u|;2;2}

4
< sl max {1+ 31l 2
Luego tomando |u| < min{G, 1}:

4
1Y, = Il < Sl {1+ Sl 2
9
< sfujmax { J12} < 10)u] < €

Luego son arbitrariamente cercanos.
4. Analizando los diagramas de fase, tomamos los puntos de equilibrio del campo Y,:
9,2 (.2 5,2
e - (1<)

Los puntos de equilibrio estan dados por y = 0 y por:

— — — = :0<:> — = :j:—
TG Gl ) v” = gn=E5lul
5 3
= P=—pu+-
2t =gpEgp
5 3
<— r=24/-put -
x ShE GH

Luego, tenemos que los puntos de equilibrio estan dados por:



68

CAPITULO 1. ESTABILIDAD ESTRUCTURAL

(a) u < 0= no hay puntos de equilibrio
(b) =0 = el origen es el tnico punto de equilibrio

(c) O. <= {(=2y/1,0); (=y/1,0); (24/12,0); (/1 0) } son los 4 puntos de equilib-

I10.

Como la equivalencia topoldgica preserva los puntos de equilibrio, no puede darse,
por tanto, el campo es no es topoldgicamente equivalente para pu # 0y u = 0, luego
es estructuralmente inestable y, en particular, atraviesa una bifurcacion en y = 0.

. Para evaluar la estabilidad en los puntos de equilibrio, calculamos la derivada:

—2* + bux? — 4pu® 423+ 10uxz 0
" M)(ﬂs,y)=< s

Evaluando en los puntos de equilibrio para g > 0:

s (55 ) (5 1)

—1

DY, (+2./71,0) = <$3zu\/ﬁoi 2041\/11 _01) _ (qcmgﬁ _01>

De donde todos los puntos de equilibrio son hiperbédlicos. Su estabilidad viene dada
por:

(a) (=2y/1,0) es silla, de autovectores (1,0) del espacio inestable y (0,1) del
espacio estable (por ser matriz diagonal).
(b) (—/1,0) es atractor (asintéticamente estable).

(c) (v/1,0) es silla, de autovectores (1,0) del espacio inestable y (0, 1) del espacio
estable.

(d) (2¢/m,0) es atractor (asintéticamente estable).

En el caso de p = 0, tenemos que la parte lineal viene dada por:

DX(0,0) = (8 _01)

Luego el origen es punto de equilibrio no hiperbdlico. Por tanto tenemos una
bifurcacién cuyo comportamiento presenta una modificacién de la estabilidad a
partir del origen para valores positivos, con A = R.

. Visualizando el diagrama de fase, es inmediato ver que se trata de 2 sillas y 2 nodos

conectados de forma intercalada.

7. Veamos que es bifurcacion extracritica.

(a) La intuicién de que el origen se preserve como punto de equilibrio no es 1til en
este caso. Por ello, usaremos los campos auxiliares Z,(z,y) = Y, (x +zo(1), )
donde xo(u) es alguno de los puntos de equilibrio descritos anteriormente.
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(b) Sea M el conjunto formado por {(0,0)}. Es evidente que este conjunto es
p—invariante para todo p € A = [0,00) C R. En efecto:

Y, (0,0) = @l (20,0) = (w0,0) = 3> (0,0) M

Andlogamente, para los puntos fuera de (0,0), no se conectan directamente
con (0,0) por clasificacién de érbitas.

(c) Sea U bola abierta arbitrariamente pequenia alrededor de zo(x). Tomemos
p > o = 0 suficientemente pequeiio y tomamos el conjunto dado por M, =
{z1(p), z2(p), x3(p)} formado por los demds puntos de equilibrio. Este con-
junto es p—invariante y compacto. Ademas por ser puntos de equilibrio dis-
tintos, la interseccion es vacia.

Para toda vecindad del origen, debido a p tan pequefios como nos plazca, se
tiene que M, C U.

De donde se cumple que se atraviesa una bifurcacion extracritica.

8. Ahora bien, como la topologia de A esta dada por conjuntos de la forma (a,b) N
[0,00), se tiene que los pardmetros de las vecindades cumplen la definicion sin
problemas y ademads, se verifica que y > pg cumplen la definicion. Es decir, se
cumple que es bifurcaciéon supercritica.

Comentario 4.11. Un par de comentarios deben hacerse con respecto del tultimo ejem-
plo:

1. En primera, que para campos polinomiales, el calculo de la norma C* es excesi-
vamente sencillo. Basta reemplazar utilizando la férmula con respecto de los poli-
nomios que utilizan las derivadas parciales como coeficientes con los componentes
como los monomios y luego hallar el supremo. Esto se hard de manera veloz en
futuros ejemplos para evitar el tedio del calculo excesivo.

2. Los cambios de estabilidad /inestabilidad nos fuerzan a considerar otros invariantes
topologicos a la hora de tratar problemas de bifurcaciones.

3. La ultima definicién de bifurcacién se conecta con la primera mediante el uso de
puntos de equilibrio que bifurcan a partir de uno como un camino y sus "ramifi-
caciones”. En este sentido, se puede leer la definicion de bifurcacion como: Existe
un objeto p—invariante M, (normalmente puntos de equilibrio u érbitas periodi-
cas que aparecen tras el cambio de u) que se distancia del objeto invariante inicial
persistente M (normalmente un punto de equiliibrio no hiperbélico) , de tal forma
que aquel nuevo objeto este arbitrariamente cercano al objeto inicial invariante
persistente M.

En nuestro caso, la invarianza estda dada automaticamente para érbitas periddicas
y puntos de equilibrio. Con la definicién dada podemos incluir mas casos posibles
y observar la naturaleza de la bifurcacién a partir de sus ramificaciones.

4. En este caso, el flujo ya estd definido sobre R por ser campo polinomial. Si no,
deberiamos trabajar sobre el campo completo topoldgicamente equivalente, garan-
tizado por el Teorema de Vinograd.
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