Preliminares de Tesis

Trinidad Flores Lenin Yassel

Marzo 2026



1



Indice

Variedades Invariante 1
Variedad Central . . . . . . . . s, 3

.1 Suavidad de Variedad Central Glo@ ................ 15
2 Sobre la Suavidad segtin contraccion de Fibrasl ........... 37
.3 Variedad Central Local . . . . . . . . . .. .. .. .. ... .... 38

Ig Variedades Invariantes Hiperbdlica
1 Computacion de Variedades Invariantesi .............. 53

1il



iv

INDICE



Capitulo 1

Forma Normal Lineal

1 Forma Normal

1.1 Forma Normal de Poincaré-Birkhoff

Comentario 1.1. Buscamos un cambio de coordenadas local que preserve la parte lineal,
a fin de poder lograr estudiar como los distintos tipos de perturbaciones sobre la parte
lineal afecta a la modificacién de la "forma normal” que represente al campo vectorial.

Como empezamos el capitulo estudiando los puntos de equilibrio no hiperbdlicos,
todos los resultados asumiran que los cambios de coordenadas sobre puntos de equilibrio
toman la forma del nuevo campo vectorial. La mayoria de los resultados siguientes estan
dados de forma directa en el texto de chow1994normal

Proposicion 1.2 (Parte lineal de un cambio de coordenadas). Sea & = Axz + f(x)
E.D.O. con campo X y Ax = DX(0), f(z) := X(z) — DX(0)x, y con singularidad
(punto de equilibrio) en el origen.

Entonces la parte lineal del sistema tras el cambio de coordenadas local x = &(y),
verificando £(0) = 0 es:

Ay := DY (0) = (D&(0))~" Ax Dg(0)

Demostracion. Recordemos que el campo tras el cambio de coordenadas es Y (y) :=

(Do(y) "' X ((y) = (Db(y)) " Alb(y)) + (De(y)) ™' f(¢(y))

Luego operando:

DY (0) = D((Dé(y) " A(d(y)) + (Do () f(¢(y))(0)
= D((Dg(y)) " A(¢(1)))(0) + D((D(y) " f(¢(y)))(0)
= D((Dg(y)) ) (0)A(¢(0)) + (Dg(0)) " D(A(¢(y)))(0)
+D((D(y)))(0)£(6(0)) + (DH(0)) " D(f(¢(y)))(0)

Como ¢(0) =0y f(0) = X(0)—DX(0)0=0-0=0,Df(0) = DX(0)—D(A(+))(0) =
DX (0) — A = 0 por ser cambio de coordenadas local y el origen punto de equilibrio,
entonces el primer, tercer y ultimo término se anulan, resultando en:
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2 CAPITULO 1. FORMA NORMAL LINEAL

Renombrando £ := ¢, Ay := DY (0), Ay := A se obtiene el resultado. O

Comentario 1.3. La proposicién anterior puede particularizarse usando £(y) := By. De
donde se sigue el corolario.

Corolario 1.4 (Parte lineal de cambio de coordenadas lineal). Sea & = Axx + f(x)
E.D.O. con campo X y Ax = DX(0), f(z) := X(z) — DX(0)x, y con singularidad
(punto de equilibrio) en el origen.

Entonces la parte lineal del sistema tras el cambio de coordenadas local x = By, donde
B e K™ es:

Ay = BAxB

Proposicién 1.5 (z = z + £(2) = Az = Ax). Cambios de coordenadas de la forma x =
2+ &(2) (donde & es un difeomorfismo que verifique £(z) € O(|z|*) cuando z — 0),
preservan parte lineal

Demostracion. Por condicion de &:
£(z) = £(0) + |2 DE(0) + O(|z[*) = [2]D&(0) = O(|z[*) = Dg(0) =0

Ahora bien, por proposicién anterior:

d(z) =2z+&(2) = Do(z) = 1d+DE(z)
= D¢ H(0)AD@(0) = (Id +DE(0)) L A(Id +DE(0))
= Ay =Id7" A(Id) = Ax

]

Definicién 1.6 (Polinomios homogéneros). Definimos el espacio HF espacio de poli-
nomios homogéneos en n—variables y grado k:

HY ={p: K" > K":p(ay,...,z,) = H\a|=r00aw?j}

Lema 1.7 (Polinomios homogéneos). Si un f de orden mayor igual a 2 se compone
de una perturbacion de la identidad por un polinomio homogéneo de grado k. Entonces
resulta en f + un polinomio de orden k + 1

Proposicién 1.8 (v =y + &*(y) = Ay = Ax). Cambios de coordenadas de la forma
v =y + &) (donde € € HF es un polinomio homogéneo en n wvarbles, de grado k),
preservan parte lineal
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Demostracion. De manera analoga a la proposicion anterior, recordemos que:

o(y) =y + & (y) = Doly) = 1d+DE"(y)
= (Do(y)) " = (1d+D&"(y)) ™! = 1d =D& (y) Z 1)" D¢k (y)

= (D¢(y)) " =1d =D& (y) + O(|y|* )

Lo tltimo siendo dado por la serie de Von Neumann (para &* suficientemente pequeiio
el operador ||DE*(y)]| < 1 entonces estd bien definida y como DE*(y) € HE ! = Vr >

2, D"eR(y) € Hy* ™V C O(ly['*=D) C O(|y|** D).
De donde:

§ = (Do(y)) " Alo(y)) + (Do(y)) ™" f(#(y))
= (Id =DE"(y) + O(ly|* ) Ay + €"(y)) + (1d =D& (y) + O(ly[** ) f (y + £ (v))
= g = Ay — DE*(y) Ay + A&*(y) — DEF(y) Ag*(y)
Oy Ay + &5 y) + fly + € (w) — DE () f(y + ") + Oyl ) fly + ()
=y = Ay — D" (y) Ay + A" (y) + f(y + & () + O(|yI**)
= = Ay — DE*(y) Ay + A (y) + f(y) + ply) + O(ly|**)

= Ay + (Aé“’“(y) - D5k<y>Ay) i) + Oyl

+
+
+

De donde se preserva la parte lineal.

Definicién 1.9 (Adjunta L,). Definimos a la operacion

x:CtxC'— Ot
(u,v) = u x v(y) := Du(y).v(y)

Es inmediato ver que esta operacion es bien definida, bilineal, distributiva.
De donde definimos a la operacién [-, -] de Lie inducida por:

[,]:Ct xCt = C*
(u,0) = [u, 0)(y) = u X v(y) — v < u(y)
Fijando un v € C!, se define la funcién adjunta:
L,:C'—= !
u— [u,v]

Proposicién 1.10 ((Diff', [+, -]) es dlgebra de Lie). Con la operacion corchete [-,-]definida
anteriormente, el conjunto de los difeomorfismo es un dlgebra de Lie.
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Demostracion. Por teoria de algebras de Lie, la operacion Bracket definida cumple la
condicién de Jacobi, al ser inducida por una operacién asociativa. Ahora bien, tenemos
que verificar la existencia del inverso y de la composicién. Esto es inmediato verificando
la identidad que caracteriza a las algebras de Lie. ]

Corolario 1.11. Cambios de coordenadas de la forma x = y + &(y) (donde € € HE es
un polinomio homogéneo en n variables, de grado k), preservan parte lineal y no lineal,
y dejan al campo con la forma:

g =Ay— La(€) )+ f(y) + O(ly[*)

Teorema 1.12 (A-Forma Normal). Sea un campo de clase C*', definamos la parte
lineal y no lineal A== DX(0) y f:= X — A resp.
Supongamos que:

Vie{l,...,k},3¢' < H! . H =L}, (H)) 3

Entonces existe un cambio de coordenadas suave de forma que el P.V.I. admite la
siguiente escritura:

k
y=Ay+) g'(x)+O(lz*)
1=2

donde ¢' € C!

Demostracion. Sea X (z) = Az + Zf:z hl(x) + O(|x|**1) expansién de Taylor del campo,
con hl(x) € H..

Por la descomposicion HE = L¥(HE) @ C*, podemos tomar la escritura de h? =
LE(€%) + g2, Ahora bien, €2 es polinomio homogéneo de grado 2, y por corolario anterior:

y=Y(y) = Ay + h*(y) — La(&*)(y) + O(Jy|*) = Ay + ¢*(y) + O(ly[*)
De donde la afirmacion:

s—1
3 Q= K") 2, = Ax, + Zgl(l’s) + 12 (2,) O (e[

=2

con h* € H:,g' € C', es valida para s = 2.

Asumimos vélida para s € {1,...,s0 — 1}. Para s usamos el mismo argumento
anterior, es decir, descomponemos h® y ese polinmio que representa su parte en LY (HF)
puede reemplazarse en la ecuacion, obteniendo la nueva escritura.

Por expansiéon de Taylor, los ultimos términos hasta orden k + 1 seran polinomios
homogéneos, con lo cual siempre podremos seguir obteniendo polinomios via forma normal
hasta obtener la forma deseada. ]

Definicién 1.13 (Forma Normal de Poincaré Birkhoff). La escritura del Teorema anterior
se dice la A—forma normal o la forma normal de Poincaré-Birkhoff del campo.

Comentario 1.14. Esto quiere decir que la A—forma normal es un campo topolégica-
mente conjugado al campo original. Luego es un representante de los campos topologi-
camente conjugados.
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Definicién 1.15 (Condiciones de A-Resonancia). Decimos que o € N” satisface A—Resonancia
si:

(AN, a)y € o(A)

donde (-,-) es producto interno euclideo y A es la concatenacién en una lista del
espectro de A. Es decir: A = (Aq,..., A\,), para o(A) = {A\1,..., \.}

Un monomio z% € H* se dice A—resonante si « satisface A—Resonancia
n

Teorema 1.16 (D—formas normales son D—resonantes). Dado A = diag()\;), eziste
una A forma normal resonante en la cual todos los monomios de la parte no lineal son
monomios resonantes

Demostracion. Aplicando el operador L¥ a un monomio obtenemos:

Liy(z%¢;)(y) = D(a"¢;)(y) Ay — Ay e;

= Z D(xaej)(y)Aryrer —y“Ae;
1

= Z /\ryrD(xaej>(y)er - ya)‘jej

= (Z Araye;) — Ajy“e;

= (O Nayye; — Aye;

= (ha) = A)ye;

Como Ker(L%) es un subespacio complementario a la imagen, por L% operador, en-
tonces puede usarse en la demostracion anterior. De donde todos los monomios que estan
en C! = Ker(LY), y por lo tanto cumplen ser A—resonantes O

Teorema 1.17 (Forma Explicita de [LY]). La forma explicita del operador L% en la base
de HEF es:

n n

LAxe] Zz%aﬂ yel Zy @ 1€y

=1 j5=1

Ox;

Demostracion. Recordemos que: D(x%¢;)(y) = [M] (y) = D(z%;)(y)e, = [M} =
m,j m
o(z%e;)

8ml ez



Proposicién 1.18 ((LY)* =

L (x%e;)(y) =

CAPITULO 1. FORMA NORMAL LINEAL

D(x%¢;)(y)Ay — Ay“e;

n

= D(%e)(y) > ad azy;) — Ay“e;

=1 j=1

= Z D(xaei)(y)el(z az,jyj) — Ay“e;
=1 j=1
"L O(z%€;) -

g . ay. _A [
; Oy (y)@(; ajy;) — Aye;

]

L%.). El operador L%. es la adjunta de L% bajo el producto

interno euclideo sobre la identificacion: HF = K 1) donde A* adjunta bajo producto

interno euclideo.

Demostracion. Computando en el producto interno con otros miembros de la base:

k .o
(Lx%e;, x E E ajalj

lljl

DR

=

\

1 j=1

n
o
=) aanie,, aley)
r=1
n

x e, e — Z ari(z%e,, zPe;)

21:1 qagal —aggal (i) = (t,6)

ajay ;B!

n
- ZTZI a’l’,’i
0

(1, gy —
ajalyjﬁ!

—ay;al

0

(

(30,0
(wer, 2fer)  (V(4,0),

V(7 0),

o ez,xﬁet>—0/\5|7“6{l ;n}{z%e,, 2Pe) =
Lx e, 2Py = 0AVr € {1,...,n}{z%,, 1 ¢;) =

¢ AC{l,...,n}: < xez,xet) 1)
(3
(3

a; Z) ! 7(i7a) = (t,ﬁ)
(3G, ¢ ACH{L,...,n}: <‘rjgj°‘e“xﬁet> =1)
,(V(4,1), <%$a€z‘,$ﬁ€t) =0AIre{l,...,n}z%,,2%) =1)
, para otro caso

Recordemos que (L%.z%¢;, 2Pe;) = (xPe;, L¥.2%;). Por el resultado anterior:
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(Zl 1 alall a; z) ! ) <Z7 a) = (t7 6)
<Lk 2% 1Be > _ O‘laj,lﬁl 7(3(J>l) ¢ AC {17 s >n} : <%$a6i7$66t> = 1)
A T —a; 0! , (Y(4, l),(ﬁxaez,xﬁet) =0ATIre{l,...,n}a%,, %) =1
0 , para otro caso
( n e fr— .
(Zl:l CL’lal,l - ai,i)a! ) <Z7 Oé) = (tv ﬁ)
_ O‘l@ﬁl 7(3(]7 l) ¢ AC {17 s 7”} : <%xa€i>$ﬁet> = 1)
_W»t&' ) (V(], l)a <%$aei7 $66t> =0Adre {17 cee ,n}<1‘a€7~, lﬁet> =1
0 , para otro caso
(Zl 1 qap — a; z) ! ) <Z7 Oé) = (t7 6)
= 5]'@]'7[(1/! 7(3(]71) ¢ AC {17 s >n} : <x] $a617$ﬁ6t> - 1)
—a; ! , (Y(4,1), <ﬁxaez,xﬁet) =0ATIre{l,...,n}a%,, %) =1
0 , para otro caso

= (LFaPe,, x%;)
De donde se sigue el resultado [

Corolario 1.19 (Forma Matricial de [LY]). La forma explicita del operador L% en la
base de HF es:

(Z?:l aag; — ai,i) ) <i7 a) = (t7 B)

k ajap; L(i=tA3(G, ) e AC{l,....,n}: <%xae,~,$ﬁet) =1)
[LA)w.8) (o) = : l
—At; 7(23&1570[:/8)
0 , para otro caso

Corolario 1.20 (Ker(L%.) = LY (HF)Y). Un subespacio ortogonal a L%(HY) es Ker(Lk.)

Comentario 1.21. El algoritmo es: obtienes la E.D.P. correspondiente al desarrollo del
nticleo de L¥ con soluciones polinomios homogéneos de grado k.

Hallamos una base de polinomiios homogéneos para el nicleo

Por la demostracion, descomponemos la expansion de Taylor de la parte no lineal en
el subespacio imagen y el nicleo de L%.

Luego obtenemos los polinomios homogéneos £* componentes del nticleo que forma
parte de la escritura de la parte no lineal.

Hacemos el cambio de variable de la forma z = y + £*(y).

El cambio nos permite iterativamente repetir el proceso para k + 1.

Asi hasta teminar la expansién posible de la parte no lineal.

Comentario 1.22. Podemos expresar mas propiedades de las matrices que representan
al operador adjunto, usando el hecho de que 7, t representando a la fila y «, 3 las columnas.

Corolario 1.23 (Forma Matricial de [L%]). La forma explicita del operador L%, en la
base de HY (Con D diagonal) es:
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<)\,CY> - )‘iy (i,Oé) = (taﬁ)

Lk o =
[ D](, ),(t.8) {0, otro caso

De modo andlogo, para matriz triangular superior, tenemos que:

(Ooimy wary — aig) (i) = (¢, B)

) aja L@=tA3(,0) ¢ AC{l,...,n}: (Zae;,ale) =1)
[Lales).0) = : _ l
— Gy a(Zi‘é@Oé—ﬁ)
0 , para otro caso

Demostracion. Sélo debemos verificar el caso triangular superior: Por el caso 3 dependi-
endo proporcionalmente de los valores de la matriz y el resto siendo trivialmente 0 o no
importante, como en 2, donde si estuvieran por encima de la diagonal, entonces o >
de donde | < j lo cual trivialmente daria valor 0. O]

Definicién 1.24 (Operador Semisimple). Un operador se dice semisimple si su polinomio
minimal es irreducible dentro de su cuerpo.

Teorema 1.25 (Descomposiciéon S — N). Todo operador lineal admite descomposicion
como suma de dos operadores S + N en los cuales S es semisimple y N es nilpotente,

ademas SN = NS

Demostracion. En efecto, basta complejificar el R—e.v. hasta llevarlo a C cuerpo alge-
braicamente cerrado. A partir de ello, obtenemos que podemos representar al operador
en forma matricial como una matriz triangular superior, por polinomio caracteristico
factorizable en factores lineales.

Una vez en esta forma podemos descomponer la matriz en la forma deseada como la
diagonal con la diferencia de la matriz y de la diagonal.

Finalmente obtenemos dos operadores que podemos transformar a su forma real, lo-
grando obtener una matriz semisimple y una nilpotente mediante cambios de coordenadas
(Equivalentes a semisimple es semisimple por preservar determinante, y por tanto poli-
nomio minimal /caracteristico, del mismo modo,equivalentes a nilpotente son nilpotentes
por elevar a una potencia que lo anule). O

Comentario 1.26. La unicidad de la descomposicién semisimple es evidente.
En lo sucesivo, usaremos la descomposicién semisimple con S diagonal sobre C.
Como la forma candnica de jordan nos permite obtener la descomposiciéon S — N en
forma matricial, usaremos a partir de ahora la representaciéon matricial de los operadores.

Teorema 1.27 (A = S+ N — LY = Lt + L%,). La descomposicion semisimple-nilpotente
del operador adjunta de una matriz es la suma de los operadores adjuntos de la descom-
posicion semisimple-nilpotente.

Demostracion. Las adjuntas de los miembros de la descomposiciéon S — N verifican:

L§(a%e;) = ((A, @) = N)a“e
n—1 T
L%(.Taej) = Zalal,lﬁ-l%xaej — .Z'Oéaj—l,jej—l
l
=1



1. FORMA NORMAL 9

pues los términos no diagonales s6lo sobreviven si a; ; verifica j = ¢ + 1.
Aplicando la primera propiedad sobre la segunda:

k H‘l z° k(,a
LgLiy(z%¢;)) E :alallHLS €;) — aj-1,;Ls(x%;1)

i
= Z alau_ﬂ(()\, Oé> — A‘);—+;xa€] aj—LjL}gv(ZL’a@j—l)

n—1
2
= (A, ) = ) ( Z O‘lal,l+1x_+l1xa€j - Clj—1,j$a€j—1)

=1
= ((\ ) = M) Ly (27¢;)
Ly L(a%¢j) = L (A o) = X)ae;) = (X, @) — X)Ly (2¢;)

En cada bloque J; = \; Id +N; de la descomposicién de Jordan. ]

Corolario 1.28 (F € Ker(La+) <= F € Ker(Lg+) N Ker(Ly+)). Sea A = S+ N de-
scomposicion semisimple-nilpotente de la matriz A € M, (C). F € Ker(Ly+) < F €
Ker(Lg~) N Ker(Ly~)

Demostracion. Basta ver que la interseccion de ntcleos de la descomposicion es el niicleo
del operador por doble inclusion. ]

Corolario 1.29 (A—forma normal con A—resonancia). Dado A con parte semisimple
diagonal (puede ser sobre R o C), la A—forma normal puede formarse a partir de alguna
eleccion de cambios de variables segun el método, de tal forma que la parte no lineal esté
conformada por monomoios A—resonantes.

Demostracion. Resolvemos la E.D.P. del corolario anterior. Por ser nicleo de la parte
diagonal, satisface condiciones de resonancia. Como ambos sistemas de E.D.P. son equiv-
alentes, entonces las soluciones pueden ser escogidas en el método. O

Comentario 1.30. Una A—forma normal de una matriz diagonal puede ser realificada
si tenemos el cambio de coordenadas de la matriz diagonal compleja a la matriz real de
rotaciones.

01

2x2,
0 e

Ejemplo 1.31. Sea el campo dado por parte lineal Ay = Ny = [
i = Aoz + O(|z]*)

1. Tenemos que el espacio de polinomios homogéneos es HY y su dimensién estd dada

por dim HY = 2(k + 1) con base ordenada dada por By = {uy (;E)}J(kfrl) donde:

k+1—35 j—1 .
e{l,....k+1
’U/J(SE‘) — {xl ‘rQ €2 ) { ) K }

e (k2200 D)
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I
Q
[ChSK

I
N =

Q
8
= =

Q
i~
D
R

D
%
(S,

Q
33
[SEN)

R g
o8

Il
2T
[

?
o8

Q

s
— /N /N —~ —~
R ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

= 2, (et (1) = | e )

3. Aplicando el operador a cada elemento de la base se tiene:

yk-l—l—jy] 1
1 2 .
R Jed{l,. . k+1}
Ik R (GEREIT ]y%]
AO(Uj(m))(y) = 2k +1) — j)y2k+1ijjf(k+1)
01 2 je{k+2,...,2(k+1)}
g e e (ke =gy Tgses e {L. k1)
20k +1) — )y Iy~ Ve Jefk+2,...,2(k+1)}
_ _ukJrlJrj(y) (k+1_.]>uj+1(y) J € {177k+1}

de donde la representaciéon matricial del operador Lfo esta dada por:

[Lk ] _ Nli—i—ldiag(k—i_l_j) 0
AolPu ~1d N}, diag(k + 1 — j)

R [N,iﬂ diag(k + 1 - j) 0
e 0 Ny diag(k +1 — j)

= dim Ker([L%,]5,,) = 2k
2
= dim Ker([LZO]tﬁHg) = dim Im([LZO]ﬁHg) =2(k+1)—2k=2
Ademas:

K], = Niy diag(k + 1 — j) —1d
Ao BHég 0 N/C+1 dlag(k + 1 - ])
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4. Una base de Ker([LIZO]tg

con xz,y € CF! satisfaciendo:

Ny diag(k

L 0 <—
[ AO]B k(m y) = {Nk—H diag(k

Tomando = = ey, y = 0, se tiene que [Lﬁo]tﬂ ; (x,y)

k+1

+1—j)x
+1-4)y=0

= 0.

o _ kel
Asimismo, tomando de forma general x = > /7, ajej,y =30

11

- 2(k+1
H§) viene dada por dos vectores de la forma (z,y) € C2++1

(o) —0 s | Mot () “) T frer =
0 kN
- Nir diag(k +1— ) S Be, =0
— k+21aﬂk+2 )6] 1_Zk+lﬁr Er =
k+1
L B(k+2—-1)e,1 =0
PN 5161 + agkey + ZTF?} aj(k+2—j)ej 1 — Zkﬂ Bre, =0
=0,vre{2,....k+1}
— 51"‘0&2]{ €1+Z;€+§ Oé](k—i‘Q—j)@j,l =0
Br=0,Vre{2,....,k+1}
/61 + k) =0
= =0,Vje{3,...,k+1}
5T—OVre{2 k+1}
= T =age; + ey, y = frer = —agke;
— (2,y) = aner + aolea + kegyi41)

De donde Ker([L’le]tﬁHg) = (e, €9 + kegyo).

. Podemos usar o bien la base, o algiin conjunto de vectores l.i.

que formen un

subespacio complementario. Notamos que utilizando operaciones columnas, ni e o
ni ey estan en la imagen. Entonces podemos tomar los subespacios complementarios

a la imagen formados por {ey, es + keg o}, {e1,ea}, {e1, exia}.

Usando el cambio de e; = uy(z) = 2Fes; s = ug(z) = 25 agey;

tenemos que podemos escribir la ecuacién diferencial como:

]
g

0 1] (2, T kbyah

_0 0_ (ZL’Q) + ; _akx]f + bkl‘]f_
0 1] (= : _akx’f
b o ()2 [0

s [0 1] (2 0
- _0 0_ i) _(kalf—i-bkl’lfil

_ .k
€k+2 = Tj€1,
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6. Como caso particular tenemos las Ay formas normales de orden 2 dadas por:

@+ 2027
ax? + bryxo

. Ty + ax?
xr = 9
bxry

. T2
T = )
axi + bxyxo

0 -1

2x2,
0w

Ejemplo 1.32. Sea el campo dado por parte lineal Ay = J(0,1) = [

i = Aoz + O(|z]?)
dada para curvas x(t) = (z1(t), z2(t)) € R?

1. Tomamos el cambio de variables para transformar la ecuacién diferencial a su forma
compleja segiin z; = 1 + 29, 29 = X1 — iT3 el cual es un difeomorfismo (cambio de
coordenadas) por usar la representacion:

T = E _ZJ D (21 4 0i, 29 + 0i) € C?* > (21, 29) € C?

En este caso, las curvas solucién que resuelven la ecuaciéon se convierten de la forma:

Ty = x1 + fo(T)

{xl = —x2 + fi(x)

a la forma:

T1 4 idy = (—x2 + f1(2)) + i(z1 + fo(z))
= 71 = (i1 — x2) + fi(x) + ifa(x)
= 7 = i(21 +izs) + f1(z) + i fo(x)
= 71 =1z + fi(x) + ifo(2)

= ZQ = —iz_l + fl(l") — ZfQ(x) = —iZQ + fl(ﬂf) — ng(ft)

Zy = —izm+ fi(z) —ifo(z)

2. De la forma anterior, tenemos que la nueva ecuacion diferencial puede escribirse de
la forma:

= {8 EJ 24 O(:])
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3. Los polinomios resonantes con la parte lineal estan dados por las condiciones:

(N a) € o(A) ={i,—i}
=t — g = 1
=il —aeF1)=0
=>a—ayF1=0
=>ay=0a1+ 1,1 — 1

donde « son posibles exponentes de monomios con resonancia de la parte no lineal,
luego a; + g > 2.

Analizando la paridad:

a +as =201 +1€2N+1

De donde, para k = 2m + 1, tenemos que:

Ker(L5.) = ({2 2ey, 272 ey })

4. Una A—forma normal de hasta orden r es dada por:

. . ]+1 j
{Zl =iz + ) 50 GA %

L — = 1
P = —im+ )G

donde 2s +1=ro2(s+1)=ryc; €C.

5. Regresando la ecuacion diferencial mediante el cambio de coordenadas inverso al
.. , 1 1 _ 1 i, .
original segin 1 = 521 + 522, To = —521 + 529!

1
T = { 2,

z
2

N[ =D =

} : (21, 2) € C* > (21 + 0i, 29 + 0i) € C?

Se obtiene la nueva ecuacién diferencial:

. o J+1
P = —imtdi G4

. . ]+1 j
{zl =iz + )5 ¢ 2

: i+1_j 1 . s —_j g+l

£ =DGa+ i) =124 +15h= <221+2j LG 22) +§(—zz2+zj G2 )

s i i _ i ico o i P AR i : s =—_J_J

Z9 = D(—521+522) = —521 +§222 = —§<221+Z] 1CJ 22) -+ §<_ZZQ+Zj:1 CjZl,ZQ

N T = %(Zl — )+ 3 Z_] 1 2122(‘3]21 +Cjz2)
Ty = %(zl +2) + 3 3 Zj:l 2122( icjz1 + iCjz2)

=

Expresando la primera parte del lado derecho tenemos:
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251 = —T9 + % Zj‘:l Z{Z%(Cjzl + C_ng>
ZL:Q =T + % Zj:l z{z%(—icjzl + ZEZQ)

De donde por un ultimo cambio expresado en la forma anterior z; = x1 + ixq, 20 =
r1 — 1xo y aprovechando zy29 = a:% + x% tenemos:

1 = =Tyt 3 Z] (@t +23) (21 + G2
Ty =1+ 3 Z] (@3 + 23) (—icjz 4 ic22)

[
:{ = = 5 i ed + B (R() + (i) + (R(e) —19(¢5)) )
dy =g 5 (0 + Y (iR(e) +13()a +i(R() — i9(e;))22)

(—
N {x'l = —wy+ 5 2 (@] + 23 (R(ej) (21 + 22) +1S(ey) (21 — 22))
To =x1+ 5 Z] 1($1 + 5 ( Cj)(zl + 22) + i%(cj)(ZQ - Zl))
(

27 (S(
N {fl = —wg + 5 (2 + 23)! (R(cj) w1 — I(cj)w2)
gy = w4y (2 4+ 23) (3(ey)mr + R(ej)wa)

e 2B S

De donde la ecuacién queda reducida a la forma normal:

= 70,0+ Y llal I (R(ey). S(ep)

6. Transformando a la forma polar segin z; = re?, z, = re™ tenemos:

j+1

. o s J+1_7
21 =ity 6 4
= —in+3 0, &7

i 241 ,i0
=ire’ + 375 critle
—i6 — _,l’re—zﬂ + 2321 c_jr23+1e_’9

4

re“’ + zre“’G =ire? + > i cjr2itiet

re=i00 = —jre—i 4 Z;j:l C—j,r,2j+17,e—i6

{r+zr6 =ir+y 67 r2+l

4

4

P—ir = —ir 30 Grit
2 _Zj 1 2R(¢j)rtt
2ir0 = 2ir + 375 2i¥(c;)r !

T Z] L R(ey)r@t
0 —1+Zj L S(eg)r?

\

!



1. FORMA NORMAL 15

7. Anélogamente puede hacerse con el campo en R? a partir de los resultados del
capitulo anterior. Podemos también expresar la ecuacién diferencial de forma sim-
plificada en C? usando |z =r? y 2z € C%
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1.2 Teorema de Poincaré

Definicién 1.33 (Dominio de Poincaré). 0 € conv(c(A)) = o(A) en el dominio de
Siegel.
Caso contrario, se esta en el dominio de Poincaré.

Lema 1.34 (Finitos monomios A—resonantes). Si el espectro del operador lineal estd en
el dominio de Poincaré, entonces existen a lo sumo una cantidad finita de monomios con
A—resonancia

Demostracion. Por definicién del dominio de Poincaré:

0 ¢ conv(o(A)) = d(0,conv(c(A))) >0

Ahora bien, sabemos que: |a| > 2 = &2 — (& ) € conv(o(A)), pues fa] € 0By (0).

|at] la]?
Finalizamos verificando que:

a] > 2maxigeni A} Ko ) = Al ‘|<0€,/\>| N
~ d(0,conv(a(A))) |l e |
> [, V] A
|al |af
[{a, V)] A
= o] Zmeuedl

d(0,conv(c(A)))
< K V] [A]d(0, conv(a(A)))

— af 2maxi<jn{|A;]}
LRI e iy
R e B e (e
> d((%, A),0) — d(O,Con;/(a(A)))
d(0, conv(c(A)))

> d(0,conv(c(A))) —

< d(0, conv(c(A)))
- 2

2

]

Corolario 1.35 (Cota inferior de A—resonancia). Si 0(A) en el dominio de Poincaré,
se verifica:

V(j, Oé) € {1, .. ,n}XNZQ, <)\,Oé> 7A )‘j = ElC(] : (V(j, Oé) - {1, .. ,n}XNZQ, |<Oé, )‘>_)\j| > C(]’Oé|)

Demostracion. Basta elegir el minimo entre los valores de la demostracion anterior y para
2maxi <j<n{|A;[}

A0 .com (o (1)) basta tomar la reciproca y multiplicar, obteniendo:

valores de |a| <
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d(0, conv(c(A)))
2maxi<j<nf[A;[}

Como esta cantidad de casos es finita, renombramos el valor izquierdo y tomamos
el minimo de todos los valores en la diferencia de condicién de A—resonancia, luego se

1
A a) =N >

|

[(A @) = Al

obtiene el resultado. O
Definicién 1.36 (Espacios utiles). 1. Definimos la norma | - |5, norma de maximo
sobre C™:
(1, z0) = max {|2]}

Definimos al espacio de Banach C}, := (C™, | - |x)

2. Dado X espacio de Banach. Definimos, utilizando la iltima identificacion del coro-
lario 1.29, la norma | - |, norma de la suma (de coeficientes) sobre Symm®(C"; X):

|~|k:Symmk(C";X)—>R
M(vi,...,0,) = > Ty.avit.or €Kpll= > Ty iy

{ij};:lgl {i.7}§:1§]
Definimos al espacio de Banach Symmj(C"; X) := (Symm*(C™"; X),| - |x)

3. Dado X espacio de Banach. Definimos, segiin la representacion dada por la teoria de
funciones de varias variables complejas, la familia de funciones {|- |0, }r>0, "normas”
de formas componentes sobre O(C"; X):

[ Jos: O(C" X) - R
Flx) =" fola®) = D Uil
k=0 k=0

Definamos a los conjuntos:

C(C" X) ={(f: B.(0) = X)O(C™"; X)}
Ao (C X) ={f € C(C"; X) ¢ | floy < 00}
Al,r(cn;X) = {f € AO,T(Cn;X) : Df S AO,r(Cn;X>}

Asimismo, definimos la "norma C'” | - |; . sobre A;,.(C"; X):

| . |1,r : A07T(CR7X) — R
fe= 1Sl = [ flog + D flow

Definimos a los espacios de Banach Ay, (X) = (Ao,.(C"; X),| - |os), A1,(X) :=
(A1 (C XD, ] - 1)
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Proposicion 1.37. Las siguientes proppiedades son inmediatas:
1. |M($1, e ,iL'k)‘M S ‘M‘knﬁzl‘l’]‘]\/]
2.

Lema 1.38 (Derivada analitica). Sea f € Ao, (X) y 0 <6 <r. Entonces:

" DHf € Ag, (Symmf(C" X))
2.

DH(2) - k'i ({) 5t
3.

|f|0r

|DF flos < kl— = o

donde fr(z°,-) = fi(*)

Demostracion.

oo
| flo,r = Z |fk|k;7”k
k=0

= | fele(d + (r = 6))F

SRS (5)tr = on

k=0 i=0
o k
k - .
:Z |fk\k<.)5kl(7"—5)l
k=0 i=0 !

Como f € Ay, (X) = |flo, < oo =>serie abs. convergente. De donde cualquier
arreglo converge al mismo valor y por tanto:

o= 5 1(F)oe - ZDM()&“ ~ )i

(i,k)eN2;i<k i=0 k=i

Definamos a la funcién ¢ : B,_5(0) — C mayorizada por la norma:

=0 k=i
Entonces g € O(B,_5(0)) y por la desigualdad de Cauchy, el maximo se alcanza en la
frontera, es decir:

> k\ .,  maX.com, ;0)1]9(2)|} | flo,r
;|fk|k(i)5 < (r—0) < (r— o)
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Sean |z| < 4, |y| <r—3d = |r+y| < r. De donde:

La cual es una expresion en la forma de la serie de Taylor.
Por la unicidad de la serie de Taylor, podemos igualar las expresiones:

o0

%Dif(m) =Y <f) (@)

k=i
Con esto queda probado (2).
Evaluando en la norma:

D f(@)]os = Z'Z ( )’fk R

De donde se prueba la acotacion O
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Comentario 1.39. Probar la pentiltima desigualdad anterior
Lema 1.40 (|f o glos < |flor)-

f €A (X), g€ B.(0) C Ays(X) = (Ifoglos < |flosr)
Inmediatamente se deduce de lo anterior que fog € Aps(X)

Demostracion. Por teoria de funciones analiticas:

g € Bs(r) C Ao (X) = (Jz| <6 = |g9(x)|ar <lglos <7)
= foge C¥Bs(0),X)

Ahora bien, desarrollando la norma:

fog(x) = kf;fk({iggz(fcl)] k)
D) ACNCDBPRED)

i=0 k=0 |I|=i
= |f o 9‘0,5 = Z Z Z |fk<gll<')7 oo 79%())‘161
i=0 k=0 |l|=i
< Z Z Z |fk|k|gl1‘ll s |glk’lk5i
=0 k=0 ‘l|=i
S OANDSATIAANE
1=0 k=0 ‘l|:i
=> |fk!k(z {Z lgi iy - - !91k|lkD5i
k=0 i=0 L=
o0 [ee] k [ee]
=5 i {Z igzrlal] <3 Ui = 1o
k=0 =0 k=0

]

Lema 1.41 (Composicién es continua). Considerando la funcién composicion restringida:

B Ag,r(X) X Br(0) C Ao (X) x Ao s(X) — Aos(X)(f,9) = fog
Tenemos que dicha funcion es continua

Demostracion. Probaremos que la funcion es conntinua en cada argumento:
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1. (ler argumento) Dados f,h € Ay, (X),g € B,(0) C Ay 5(X) , tenemos:

|\E(f+h,9)—=E(f,9)los =|fog+hog—foglos =|hoglos < |hlo, = |f+h—hlor

(Es decir, E es continua con respecto a una perturbaciéon de su primer argumento
en tanto que este tienda al 0).

Luego E es uniformemente continuo (la cota sélo depende de la perturbaciéon o
diferencia entre ambas funciones, mas no de las funciones particulares).

2. (2do argumento)
Sea §:= s v € By(0) C Ay 5(X).

Entonces:

E(f,9+h)(x) = fg(x) + h(z)) € C*(Bs, X)

Por el teorema de Taylor:

=1
el < lglslyl <7 =gl Sz +y) = Y 5D F(a)y*
k=0

De donde se sigue:
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Terminamos el argumento:

)(@
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8

f(g(x))

_|_
|
-
ol
=
h=§
=
=
=
G
—=
|
&h
O
p=§
=

T
I

l
(]
=
>
a
=
2
8
~—
~—
—~
=
—
&
=

i
I

T .
S
—~
—
NS
—~
8
SN—
N—

h‘.
Ed
—
>
—
8
N—
N—
ol
N—

I
NE
[M]#

i

I

<

i

ol
oy

(]2 L[]
<
="
—~~
—
2
8
N
E
d.
=
a2
<

Mw ||M8 '

I
B
[
L
<.
I
/\/\Q/—\/—\
~— —— ~—— ~—— ~—

Yo "

o k
- ZZ I; (Z Z fk gll """ glk—i(‘rlk—i)7hm1(l‘m
k=1 j=1 i=0 |l|+|m|=i
© k
|05 - ZZ g (Z Z |fk gl1 7777 glk_i(')vhﬂu(') """ hf
= N NS
© k k
ZZ <]) (Z Z |fk |gl1|ll s |glk—i|lk7i‘hm1|m1 ces |k
k=1 j=1 1=0 |I|4+|m|=t

= Z <Z ’fk|kz ( ) ( Z ’gh’ll s ‘glkfi‘lk—i’hml‘ml -
=0 k=1 =1 NN =i
) k k )
DY @)
= =0
-S % ()
J 1=0 |l|+|m|=i
(’“) (3 i)Y ™
J =0 m=0

k
( ) 19l0,5)" 7 (|h]o,s)’
J

= |k|h|06kz ( > (I9l0.6)" 7 (|2los)

(’gll ’11 s ‘glk—i‘lk—i’h‘ml‘ml B “

|| +|m|=i

Mg

(|gh|h 10 ol - |

IN

IN

8 WMg uMg T

Mg

<N | frleklhlos(1glos + 1hlos)"™

b
Il
—
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E(f.g + (@) — B(f.g)(x)los < (Z Felek(r — ﬁ)’“‘l) Hlog
k=1
< 1flor (32 Kol = 87 ) i
k=1
1/ 1 b1
S Oy e [
k=1

1 1

S |f|0,T;|h|0,5(1_—r;/3)2
1 r?

= |f|0,r;!h|0,5@

r
= |f|0,r|h|0,6@

De donde se sigue la continuidad en el segundo argumento

Lema 1.42 (E € C*). La composicion es de clase C™

Demostracion. Sean f € Ay, (X),g € B.(0) C A1 5(X) con |gl1s <7, = r—lgh,(s'
Expresando E en polinomio de Taylor:

Vol < [glha. Iyl < 7 = Ighsi fla+ ) = Z,}
Blfoa+ () = 3 Do) ) + Rvte)
donde
Rwa(e)= S 20" f(g(a)) (h(e))
= > 3 (3) fatan o
k=N+1 j=k
= Ryl £ 33 (1) 50t (b))
s

Con lo dltimo dado como caso general del argumento anterior. Basta extraer |h| de
la expansion binomial y 3 se completa de la extranccion anterior.
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Por el reciproco del Teorema de Taylor, existe la derivada de orden arbitrario en el
seguno argumento de la funciéon E(f,-) (pues existe el polinomio que converge y cada
término le corresponde la derivada).

Es decir: DYE(f,g) = (D" f) o g por comparacién entre series.

Como la derivada es cada término, serd continua por ser composicion de funciones en
los conjuntos respectivos.

De donde es continua, lineal en su primer argumento por la linealidad de D* y que
og se reparte al estar a derecha

Se deduce que la derivada en el primer argumento es la derivada de una funcion lineal,
luego es la propia funcién lineal:

DYE(f + Ah,g) = D*(f + Ah)og = (D*f + D*Ah)og=D"fog+AD*hog
De donde renombrando D;fE(f7 g) =Af:

Dy(DgE(f,9))(h) = Dy(Af)(h) = A(h) = DyE(h, g)

Luego como se ha probado para N = 0 en el caso anterio, se puede probar cada caso
a partir del anterior.
[

Lema 1.43 (Dg(x)Mx es acotada). Sea g € A;,(X), M € C™*"
Entonces:

1. Dg(z)Mz € Ay, (X)
2. |f|0,r < T|M| ’ |Dg|0,r

Demostracion.
Dg(z) = Z k(21,2
k=1
= |Dg(x)los = > klgelsr* ™"
k=1
Definiendo:

fla) = kgp(a"", M)

k=1

k
= fe(vr, ..., 00) = ng(?}h oy Vi1, Mg, v, Muy,)
i=1

k
= |file = lgrle| M| = Elgi|e| M|
=1
o0 k
= | flo, = Z | fuler® < |M]| Zk|gk|krk =r|[M|-|Dglo

k=1 =1
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Teorema 1.44 (Poincaré). Sea A = diag(A1,..., \,).

Si o(A) en el dominio de Poincaré, y ningin monomio condiciones de resonancia
para A (i.e. ¥(j,a) € {1,...,n} X Nsg, (A, ) # \;)

Entonces:

Q= C"): (z=y+&y) € OQ)AEY) € O(yIM) A (& = Az +O(|z]*) =y = Ay)

Demostracion. 1. Definamos V;, = {g € A;,(C") : g(0) =0, Dg(0) =0} < A,,.

Ambos son cerrados por ser analiticos y poder aproximarse secuencialmente, tomando
los primeros términos de la serie como 0 (por expansion de Taylor).Luego son sube-
spacios cerrados en A;, Banach.

2. Definamos al operador solucién:

F: %,r X E%(()) - AO,T’ X Vvl,r — ‘/O,%
F(f,6)(y) = DE(y) Ay — A&(y) — fy +E(y))

Es inmediato que F(0,0)(y) = D0(y)A0 — A0(y) — 0(y + 0(y)) =0 —0 —0(y) = 0.
Podemos reescribir F' como F(f,&)(y) = La(&)(y) — fly +&(y)) = La(§)(y) — f o
(Id+&)(y) = F(f,€) = La(§) = fo (Id +&).

Es decir: F(f, &) = La(§) — E(f,1d+ &)

Luego por ser suma de funciones C! (La adjunta es C!, la composicién es C! por
Lema anterior).

3. Tomando K = F¢(0,0). Entonces es la funcién adjunta de A:

F(f,€) = La(§) — E(f,1d +¢)

— DF(0,0)(h) = lim ZAU) — La(0)

t—0

+ Df o (Id+£)(0,0)

L
= lim tLalh)

lim +Df o (Id+£)(0,0)
= D¢F(0,0)(h) = La(h) + D0o (Id) = La(h)

De donde:

K Vl,% — Vl’%
(Kv)(y) = La(v)(y)

4. Admitiendo la escritura sobre las bases de H*, podemos escribir:
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Luego definimos la inversa local:

n

(Kg)(x) =) (>
k=2 |

j=1

h e,
<)‘>Oé> — A !

al=k J
5. Como o(A) en el dominio de Poincaré, y no existen monomios resonantes, se cumple
corolario sobre cota inferior:
(@A) = ] = Colal

Luego tomamos:

6. Denotamos por v(z) := (Kg)(z) para g € Vo,z. Por item anterior:

v(zh) = Z Coz®

laf=k

4 1
= Juele = Y |Cal < Y |Ca|m

|la|=Fk laf=k

1
:@ Z |COc|

|a|=k
= gl

Por tanto, podemos calcular los valores de la norma de v:

> T
olog = luxla(5)"
k=2
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Entonces v = Kg € Vir.

£ ’ |9‘0,£
Como K : Vo r — Vi, obtenemos |Kglir = V)1, = |v]or + |[Dv]o, < C—OZ#
entonces es acotado, lineal por ser la adjunta. Luego:

o0

o) = La(Y vi(a*)

k=0

- LA(zn: (i > ég;xa)ej)

Jj=1 k=0 |a|=k

=Y D dLaae)

Jj=1 k=0 |a|=k

=SSN E ) - A

Jj=1 k=0 |a|=k

D) P

J=1 k=2 |a|=k

=2 (3D caej=g(a)

J=1 k=2 |a|=k
= K=K

Por tanto, el operador F¢(0,0) tiene inversa acotada.

7. Porel T. F. Im.:

Je > 01 (Vf € Vou(lflor < €),36 = &(f) € B5(0) € A1, (C") : F(f,€) = 0,£(0) = 0)

Para un f € 1}, dado, consideramos f(x) =~ f(yz) donde 0 < v < 1.

f € W, por tener representacion en serie de Taylor que extrae e inserta el mismo
valor dentro de los monomios:

n o0

flow =7 Ol )e; = 1V vk < | flos <7

j=1 k=2

Como f(z) = O(]z|*) cuando = — 0:

Fy>0:|floy <e

Por lo anterior:
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=&(@) e Viy
= F(f,€)(x) = D&)Az — A&(x) = f(x + £(x))
=F(f.&)(v"a) = 0.¥]a| <

8. Basta tomar ¢ dado anteriormente como solucién del operador solucién, por lo
anterior (proposiciéon 7.11 ), la parte no lineal se anula:

&= Az + f(x) = Az + L&(y)

= (Id+D¢(y))y = Ay + A(y) + La&(y)

= (Id+D&(y))y = Ay + A&(y) + DE(y) Ay — A&(y)
= (Id+D&(y))y = Ay + DE(y) Ay

= (Id+D¢&(y))y = (Id +DE(y)) Ay

= (Id+D€(y))(y — Ay) =0

Como hemos asumido los cambios de coordenadas difeomorfismos, entonces es in-
versible (Pudimos escoger 7 del argumento anterior suficientemente pequenio como
para que la norma de v sea suficientemente pequeno para ||DE(y)|| < 1), luego el
cambio de coordenadas resulta en y = Ay

]

Corolario 1.45 (Poincaré No diagonalizable). El Teorema de Poincaré es vdlido para
matrices no diagonalizables.

Demostracion. El argumento anterior fue una aplicacion del Teorema de la funcién im-
plicita. Para ello, solo requerimos que la derivada en el 2do argumento sea acotada con
inversa acotada. Es decir, que K := DEF(0,0) sea acotada con inversa acotada, inclusive
aunque el operador no sea diagonalizable.

Asumiendo A en forma canénica de Jordan A = S + eN ,podemos hacer la descom-
posicion, operando:

K = K5+ K (Ksv)(y) = Du(y)Sy — Sv(y)
(Kevv)(y) = Du(y)eNy — eNu(y) = e(Knv)(y)

para v € V.
Por Teorema de Poincaré, Kg acotado con inversa acotada en V.
Luego basta escoger ¢ suficientemente pequefio para || K. y|| = €||Ky|| < —2=r. Luego

K
el operador K tiene inversa acotada.

Corolario 1.46 (A-Forma Normal de Poincaré). Si o(A) en el dominio de Poincaré,
entonces existe un cambio de coordenadas analitica x = y + &(y), donde £(y) = O(|y]?)
cuando y — 0, verificando que:

T =Azx+ f(x) —y= Ay + h(y)

donde h(y) polinomio cuyos monomios son A—resonantes, conmutando con e, donde
S parte semisimple de a
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Demostracion. Se transforma la ecuacion diferencial a la A—forma normal usual, con los
primeros términos de la parte no lineal (de orden hasta la suavidad del campo) monomios
resonantes, luego el cambio de coordenadas resultante al ser composicion de cambios de
coordenadas iterados, resulta en un cambio de coordenadas analiticos (por ser cada uno
analitico).

Luego la ecuacion diferencial resulta en:

&= Ax+ h(z) + f(x)

Definimos los subespacios lineales, cerrados:

Vini={g € A (C";C") : g() = O(Jz|™") A glir < 00} < Ay,

Definamos la bola cerrada:

FT?&(T) ={9 €WV lglhs <r}

Definimos el operador solucion:

F Vi x Vgh x Bye(r) = Vgl
(f, 1, &) = F(f, 0, &) (y) = F(f + &) + (Id+DE(y)) h(y)

Entonces F'(0,0,0) = 0. Definamos K = D¢F(0,0,0) = L4(y). Como no hay
monomios resonantes de orden mayor a m, entonces hay solucién del operador solu-
ciéon por argumento de cota anterior, esto es, la cota estd garantizada sobre el espacio
v, 0
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1.3 Simetria

Definicién 1.47 (Simetria). Una ecuacién diferencial tiene S—simetria si el campo que
lo determina verifica X (Sz) = SX(z), donde S es un campo vectorial.

Una ecuacién diferencial tiene I'—Simetria si el campo que lo define cumple X (Sx) =
SX(z)VS eT.

En este caso, I es un grupo de matrices (el conjunto de todas las matrices que pueden
dotar de simetria al campo esun grupo, con lo que basta tomar un subgrupo).

Comentario 1.48. Por un simple calculo Sz = X(Sz) = Si = SX(z) = & = X (z).
Es decir, el campo queda invariante tras aplicar el cambio de coordenadas correspon-
diente a su simetria (siendo S transformacién lineal).
Un ejemplo inmediato seria una matriz rotaciéon con respecto al campo lineal deter-
minado por la matriz rotacién

Definicién 1.49 (Rotacién). Definimos al grupo de simetria Z, = (R(%r
qeN

Esto es, grupo de rotaciones en una enésima parte de la rotacion del circulo.

)) para todo

Proposicién 1.50 (Z,). El grupo de simetrias de rotaciones en una enésima parte de la
rotacion del circulo completo es isomorfa al grupo Z,

Demostracion. Basta mapear al elemento de rotacion basica con la unidad, luego se
obtiene el isomorfismo O

Definicién 1.51 (Giro). Se define al grupo de simetria K,, = ({Idg_l _01}>

Esto es, grupo de giros o inflexiones con respecto del tltimo eje.
Definicién 1.52 (Grupo Dihedro). Definimos al grupo de simetria D, = (R(%),Dﬁ
para todo g € N

Esto es, grupo de composicién de rotaciones en una enésima parte de la rotacion del

circulo y giros con respecto del ultimo eje.

Lema 1.53. Las ecuaciones diferenciales con S—simetria tienen parte lineal con S—simetria
y cada monomio de su parte no lineal con S—simetria. Fsto es:

1. SA=AS

2. hk(Sz) = Sh*(x) para todos x €

Demostracion. Basta tomar:

i=X(z)= Az + Zhj(x) + f(z)

Luego aplicando Sx tenemos:
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k
Si = Sz = ASx+ > hi(Sx) + f(Sx)

j=1

k
:>SAx+ZShJ )+ Sf(x) = ASz + > hi(Sz)+ f(Sx)

j=1 j=1

= (SA— AS)z Zsm — W (Sx)) + (Sf(x) — f(Sz)) =

Por unicidad de la expansién de Taylor, dada por la suavidad de 1 campo X, se cumple

ue : SAxr = ASz, W (Sx) = Sh’(x) para todo z en el dominio.
La igualdad de la parte lineal se debe a la escritura de las transformaciones lineales
en términos de la base, luego basta tomar un vector ee; cercano al origen, de forma que
obtengamos la escritura de la transformacion lineal idéntica, por tanto SA = AS ]

Lema 1.54 (X (Sz) = SX(x) AN Y (Sy) = SY(y) ). La S—simetria de una ecuacion difer-

encial es invariante bajo cambios de coordenadas S—simétricos
Demostracion. Recordemos que el campo tras el cambio de coordenadas es Y (y) :=

(Do(y)) ' X (é(y)). Ademds, derivando, se tiene: ¢(Sy) = So(y) = Do(Sy)S = SDé(y)
para cambio de coordenadas es S—simétrico, entonces:

]

Definicién 1.55 (Polinomios homogéneos S—simétricos). Definamos el conjunto de poli-
nomios homogéneos de grado k y n variables sobre C con S—simetria como:

S _ {f e HE: f(Sz) = Sf(x)Vor € C"}

Por la linealidad de f con respecto del argumento y con respecto de S, entonces
7% < HE
n _ n

Lema 1.56 (Lﬁl(ﬁﬁ’s) - F:’S para AS = SA). Supongamos que las matrices A, S con-

. . . g T7kS . .
mutan, es decir, que AS = SA, entonces el subespacio vectorial H,)” es L% —invariante
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Demostracion.

he " = L% (h)(Sz) = Dh(Sz)ASz — Ah(Sx)

= SDh(x)S™*SAx — ASh(x)
= SDh(x)Ax — SAh(z)

= S(Dh(x)Az — Ah(x))

= SLi(h)(x)

= Li(h)(Sz) = SLY(h) ()
= [h(h eHd”

O

Definicion 1.57 (Operador y espacios Restriccién). Definimos al operador adjunto re-
striccién como LK = Lﬁllﬁk, s ¥ laimagen de dicho operador y complementario a la imagen

n
con notaciéon analoga. Por invarianza del operador en el subespacio garantiza que la ma-
triz de representacion sea un sub bloque de la matriz del operador adjunta original.

Teorema 1.58 (A—forma Normal con simetria). Si una ecuacion diferencial tiene S—simetria,
entonces existe una secuencia de cambios de coordenadas perturbaciones de identidad con
S—simetria que transforman la ecuacion diferencial a la forma normal, con monomios

en el espacio complementrario restriccion asociado al operador restriccion.

Demostracion. En la demostracion de la A—forma normal aprovechamos la S—simetria
para obtener la S—simetria de la parte lineal y de los monomios no lineales, luego pode-

. . . k.S .
mos obtener que dichos monomios estdan en H," , luego obtenemos del complementario

restriccion los monomios que nos interesen como imagenes de monomios en FZ’S, luego
el cambio de coordenadas tiene S—simetria y por tanto preserva la S—simetria original
del campo. Prosiguiendo de forma inductiva como en el teorema original, se llega al
resultado. n

Definicién 1.59 (A—forma Normal con simetria). La forma normal del Teorema ante-
rior se dice una A—forma normal con simetria

Lema 1.60 (ﬁis = L_]j‘(ﬁﬁs) @ Ker(LA.) ﬂﬁi’s). Supongamos que AS = SA, A*S =
SA*.  Entonces un subespacio complementario a la imagen del operador restriccion
(Lﬁ(ﬁi’s)) es dado por Ker(Lk.) ﬂﬁ:’s

Demostracion. Del Lema anterior, por condicién de AS = SAy A*S = SA*, entonces el

subespacio es invariante por L¥, L%, los cuales en representacién matricial son adjuntos
el uno del otro, luego basta tomar:

]

Definicion 1.61 (Operador Adjunta simétrico). Definimos el operador adjunto simétrico:
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LM HY — H
h(z) — h(Sz) — Sh(x)
Luego ﬁi’s = Ker(L*®).
Comentario 1.62. Aplicamos la representacién matricial para obtener Ker(L’“’S )

Lema 1.63 (8.0 = {2%: D* € Dj;}). Si S es matriz diagonal, entonces el conjunto de
monomios S—simétricos de orden k:

ﬁﬁﬁ,D = {2%,; : " = s;,|a| =k, 1 <j<n}

Es decir, el conjunto formado por aquellos monomios que verifican x%e;(Se;) = 6;;5% =
51’ij = Sei.
—k,S
Es una base de H,,

Demostracion. Por construccién del conjunto, todo monomio es anulado por el operador,
al estar en el subespacio.

n
-k,
o k)
——E E cjaxe; € H,

=1 |a|=k
= 0= L"(h)(z) = Z Z Cja L5 (2%€;)(v) = 0 = Z Z Cjals Jx“e;
=1 Jal=k J=1 Jal=h

pues sax® = (s;x;)F.
Luego si los monomios no estan en ﬂ—k p = no se anulan, luego c;, = 0 en los vectores
no S'—simétricos, por tanto, como la escritura s6lo estd en términos de elementos de ﬁ kD

y éstos forman un conjunto Li. por ser elementos de la base de HEF, se sigue que son
. —k,D
generados Li., y por tanto base de H, ]

Teorema 1.64. Supongamos que la ecuacion diferencial:

&= Az + f(x)
F(@) = O(Je ),z 0

es una A—forma normal con S-simetria, entonces la ecuacion diferencial tras el cambio
de coordenadas lineal x = Py es una P~'AP—forma normal con P~1SP—simetria

Demostracion. Recordemos que la ecuacion diferencial se transforma en:

Py = APy + f(Py) = y= P 'APy+ P~ f(Py)

La P~1SP—simetria se sigue de:

P 'APP'SP = P7'ASP = P7'SAP = P'SPP'AP
PUf(P(PT'SPy)) = Pl f(SPy) = P7'Sf(Py) = (P~'SP)P~' f(Py)

luego la parte lineal y no lineal son S—simétricos, por tanto todo el nuevo campo. [
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