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Capitulo 1

Variedades Invariantes

Comentario 0.1. Recordemos los estudios del pregrado de campos vectoriales con pun-
tos de equilibrio en el origen (es posible transformar todo campo con punto de equilibrio
en uno sobre el origen mediante un cambio de coordenadas, en particular mediante una
homotesia). Durante nuestro estudio sobre campos lineales obtuvimos la caracterizacion
(con respecto de representantes de clase bajo conjugacion topolégica) del campo a partir
de la reduccion a los espacios generados por los autovectores con parte real negativa, pos-
itiva y nula, denominados como espacio estable, inestable y central. A los campos cuyos
autovalores eran de parte real no nula les llamamos hiperboélicos y vimos que la direccion
dada por dichos autovectores nos indicaba la direccién general del flujo (en muchos casos,
resultando en figuras semejantes a las hipérbolas). Ahora bien, en la mayoria de cursos
de pregrado se ha visto, al menos de forma aplicada, el Teorema de Grobman-Hartman,
el cual afirma que los campos cuya parte lineal (que es la mejor aproximacién lineal por
ser derivada) sea hiperbdlica son topolégicamente conjugados a dicha parte lineal. Como
la parte lineal de campos hiperbdlicos esta completamente caracterizada en su sentido
cualitativo por la combinacién del comportamiento del espacio estable/inestable (a esta
suma le llamaremos espacio hiperbdlico), también los campos hiperbdlicos estdn com-
pletamente caracterizados. Sin embargo, los campos no hiperbdlicos son problematicos,
pues su comportamiento se encuentra controlado por la parte no lineal. Veamos esto en
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 0.2. Tomemos el campo dado de la forma:

X(z,y) = (? _11) (”5) +f(z.y)

Como la parte lineal queda determinada para f(0,0) = 0,Df(0,0) = 0, podemos
modificar la parte no lineal sujeta a dichas condiciones y ver si dichos campos tienen el
mismo diagrama de fase.

1. Caso f(z,y) = 0: Recordamos de los cursos de pregrado que el campo es un centro,
el cual esta formado de orbitas peridédicas en forma de circulos de forma sucesiva
que se acumulan en el origen, es decir, que su diagrama de fase es de la forma:

2. Caso f(z,y) = 2* +y* + zy:

3. Caso f(x,y) = 2* +y* — zy:
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Del estudio de los 3 campos anteriores hemos confirmado lo ya expresado en el co-
mentario.

Comentario 0.3. Como se vi6 en el ejemplo anterior, inclusive para un campo relativa-
mente sencillo, el estudio de campos no hiperbdlicos se complica y no basta con estudiar
el espacio central. Sin embargo, cabe preguntarse si aiin con esta dificultad podemos re-
ducir el comportamiento de la parte hiperbdlica del campo (incluyendo la parte no lineal)
al estudio del espacio central. De ser asi, tan sélo deberiamos estudiar los campos cuyas
partes lineales estén conformadas exclusivamente por autovalores de parte real nula. De
ser asi, por mucha diversidad que puedan tener, el problema se reduce significativamente,
tanto en dimension como en clasificacion. Esto ha sido ya dado y en lo sucesivo daremos
una breve exposicién de los Teoremas.
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1 Variedad Central

Definicion 1.1 (Espacio Hiperbélico). Consideremos el campo vectorial X : R" — R”
de clase C*. con una singularidad en 0 (punto de equilibrio).
Definimos el espacio hiperbélico y su proyeccién como:

E, =F,®E,

T 1= T + Ty,
Definicién 1.2 (Espacio de Funciones C* acotadas). Definimos el espacio de Banach:

CHX,Y) = {w e C*X,Y) : ||Jw||x < oo}

Espacio de funciones acotadas bajo norma C* para X,Y espacios de Banach. (La

derivada y su norma estan garantizadas por trabajo anterior sobre derivada sobre espacios
de Banach)

Definicién 1.3 (Espacio de funciones acotadas con D¥ Lipschitz). Definimos el espacio
de Banach:

k _ Dk
O X,Y) = fw e X,y 12 wﬁ; ly?l ‘w@mw
- X

< o0}

|ID*w(z)—D*w(y)
llz—yllx

Hck

el cual estd formado por funciones con norma ||wl||cr1 := ||w]|cr +
acotada.

Lema 1.4 (Decaimiento y crecimiento exponencial de la proyeccién). La parte lineal del
campo, al actuar sobre los vectores del espacio central/no central, crece/decae exponen-
cialmente de acuerdo a cotas que se relacionan como sigue:

|ePX O | < Keoll vt € R
VEeN,IK > 1,a>0,8>0:ka<BAL [ePXOr | < Ke Pt t>0
|ePXOtr | < KePtt <0

Es decir, el crecimiento y decaimiento de la parte central estd controlado por «, el
decaimiento de la parte estable estd controlado por B y el crecimiento "en la direccion
opuesta” de la parte inestable estd controlado por B. Luego podemos tomar como rep-
resentativos los cambios en curvas solucion de la parte lineal como acotados segun las
funciones exponenciales.

Demostracion. A partir de un g verificando:

min{|R(\)|: A € 0, U} - ki%—l < B <min{|R\)|: A€ o, Uos}

Se obtiene:

e :=min{|R\)|: A€o, Uos} —
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Definimos « como el valor entre:

0<e<a< —

Es decir, a partir de:

1
6<H11H{|§R()\)‘ : )\GUUUUS}'k—H <

Luego

1 1
min{|R(A\)|: A € o, U0} - —— < a <min{|R(\)|: A € 6, U0} - %

k+1
A partir de esto, se verifican las desigualdades:

1. Para el caso m,,m,

En la demostracion de 3.4.2 y 3.4.5 iv de Tépicos de E.D.O. sélo importa que el
valor de 3 sea menor al minimo valor absoluto de la parte real de los autovalores.
Asimismo ya se garantiza K; > 1

2. Para el caso 7,

Ahora bien, recordemos que la forma canénica de Jordan de una matriz con auto-
valores imaginarios puros es de la forma:

J = Jon(0; N) + N3, € R™2n
y obedece la siguiente cota (Tdépicos de E.D.O. Lema 3.4.2):

eIl < p(t)

Donde p es un polinomio.

Luego se verifica la cota usando:

P(t) < KQGOM

Para o > 0 arbitrario, definamos la funcion:

p(t)
604|t|
Ahora bien, sabemos que:
t
m ]ﬁ =0
|t 00 €21t
p(t)
=3JM >0: T acotado en R — [-M, M|
ea

Ademas, £ CE}?‘ continua en [—M, M] compacto, por tanto alcanza maximo, luego £ (Sft)‘

acotado en todo R.
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Luego la funcién es acotada por algin K,

Escogiendo K := max{Kj, Ky}, se tienen ambas cotas B

Comentario 1.5. El k£ no afecta a la demostraciéon anterior y esta remarcado para
explicitar la propiedad que queremos que se verifique en demostraciones posteriores.

Definicién 1.6 (Espacio de cambio controlado). Definamos el espacio de Banach:
C, = {zx € OR,R") : |||, := supe |z(t)| < o0}
teR

Donde a@ < v < 8 como en el Lema anterior. Es decir, a, § en funcién de k y v dado,
por tanto, a partir de ese k

Comentario 1.7. El anterior conjunto es aquel en la cual las curvas experimentan
crecimiento exponencial, posiblemente mayor al crecimiento en el espacio central, y de-
caimiento exponencial, posiblemente mayor al del espacio no central.

Definicién 1.8 (Definicién Preliminar de Variedad Central). Definimos al conjunto:
We = {x € R" : sup |mp’ ()| < oo}
teR
Lo llamaremos conjunto central.

Comentario 1.9. El conjunto central es aquel cuyas érbitas, al ser proyectadas sobre el
espacio hiperbdlico, estan acotadas.

Lema 1.10 (Conjunto Central caracterizada por decaimiento). Supongamos que f :=
X — DX(0) € C)'M(R") . Entonces:

1. Se verifica:
We={zeR": p(x) € C,} = We

2. Considerando la ecuacion integral:

t

4) y(t) = et / AT, f(y(r))dr— / " AT F(y(r))dr+ / AT () dr

Se tiene que las soluciones satisfacen:
We={y(0) €R": By € C,: (Fmo € R : y = A)]} = W*

Demostracion. Para ty,t € R, tenemos que todo flujo satisface:

t
Fielz) = A0l + [ A g )r

to

Demostraremos que W€ C W\C C I//V\C Cc we.
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1. (WeC W\C): Queremos que toda la érbita se vea dominada por el crecimiento/decaimiento
de C,. Empezando con 7,

reWs= suﬂg |Thel ()] < 00
te

= sup e M|mup (2)] < sup gl (2)] < oo
teR teR

Ahora, para 7., por caracterizacién anterior en ty = 0

t
Tl (1) = eAtr.a + / eA(H)WCf(@}(x))dT
0

Usando el Lema del decaimiento exponencial:

[meply ()] < KeMl|z| + K| f[|eo

t
[t
0

< Ke”'t(|x] + HfHCO)
Y

= sup e M |mply ()] < o0
teR

= supe” M ()] < 0o
teR

= o (z) € C,
=T &€ W\C

2. (I/I//\C C ﬁ/\c) Buscamos eliminar la parte lineal haciendo que tienda a 0 y que los
elementos del P.V.I. que contribuyan a la ecuacion integral sean todos integrales de
la forma anterior salvo para el espacio central en cuyo caso haremos ty = 0.

zeWe= gh(z)eC,

= sup e Ml ()| < o0
teR

(a) Tomemos t € Ry ty > max{t,0}. Se obtiene, por Lema del decaimiento
exponencial:

A0, ol ()] < KePt0)|pl ()]
— K Pt=(B=to |6—vto 9032 (z)]
< K0t oh ()], 0

= tlim |leAt=t) o (2)] = 0
0—>00
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Con el limite debido a % (z) € C., por tanto e ™" ()| acotado por || (z)|],
y la expresion de la derecha tiende a 0 al considerar a t fijo y aprovechando

que —(8 —7v) <0.

Con lo ultimo tenemos:

t
() = A o () 4 / A F (7 (@) dr

to

t
= mpl (@) = A, o0 () + / AN (o (2))dr
to
to

to
= mp(x) = = lim [ 2w, f(p%(2))dr = — / A, f (o (@) dr
t

to—o0 t

(b) De forma andloga, tomamos t € R y ¢, < min{t, 0} para obtener:

Ay (o)) < Ke gl
_ Ke*ﬁw(ﬁf'v)to’efv(fto)(p;((*to)(x)’
< Ke P00 ot ()|, “57 0

A(t—to)

= lim |e T ()| =0

to——o0

Con lo que obtenemos:
t
nk@) = [ A Im (e w)r

De donde se obtiene:

P (2) = mep (2) + Ty (2) + muply (1) = P (z) F A

Por la propiedad de estar en C., se cumplen ambas condiciones de W¢ con xg = x

. Por tanto x € ﬁ/\c

—

3. (17[/\0 C W¢) Nos basta tomar el P.V.I. formado a partir de las condiciones iniciales
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y(0) para obtener las érbitas a partir de esas funciones:
zmeﬁi:G@GC%WGxERVyhAWWM®=yM
=yl = Mra+ [ A Dnp(yrar
0
[Ty + [ A ar
¢

—00

= y(t) =" (m +f " et f(y(r)r - | eATﬂuf(y(T))dr>
o [ At (e

>yt = Mo+ [ A £y () dr
0

Luego y es solucion del P.V.1.:

De donde, por parte anterior, para curvas solucion:

may(t)] = \ - [t
< [T lar

<Kllflleo [ & dr
t

K
= = lflleo < 00

g
K
= [my®] < Fllfller < 00
lo dltimo por f € CP(R")

Luego (argumentando de manera andloga): |m,y(t)] < co. De donde yo € W€. Se
concluye la inclusién y por tanto la igualdad.
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Comentario 1.11. Lo que el Lema nos indica es que:

1. Si para una Orbita, al proyectarse sobre el espacio hiperbdlico, esta acotada, en-
tonces esta controlada por crecimiento mayor al del espacio central, decrecimiento
menor al del eespacio no central.

2. Si se verifica lo segundo, existe una curva en el espacio de funciones con dicho
control de forma que esta verifique la version del P.V.I. en su forma de ecuacién
integral cuando ty — oo.

3. Si se verifica esa version integral, entonces el conjunto esta formado por puntos de
orbitas acotadas.

4. Cabe mencionar que el conjunto es invariante, debido a la segunda caracterizacion.
En efecto, la segundo sélo implica que las orbitas obedezcan un control de de-
caimiento, por lo cual cualquier elemento de la 6rbita de un punto estara en el
conjunto.

Definicién 1.12 (Funciones Partes). Consideremos la ecuacién integral anterior y defi-
namos las funciones partes de la siguiente forma:

1. Definimos la funcién primera funcién parte como:

F:E —C,
£y F(E)(1) = ™€
La funcién anterior se llamara funcién parte lineal de A.

2. Definamos las funciones parte integral estable/inestable/central como:

Gs:C,— C,
¢
y— Gy(y)(t) = / GA(t_T)ﬂ'Sy(T)dT
G,:C,—C,
v Guly)(t) = [ N my(r)ar
¢
G.:C,—C,

y— Ge(y)(t) = /0 GA(t_T)TFCy(T)dT

3. Finalmente definimos también la funcién parte integral de A:

G:C,—C,
¢

t 9]
y— Gy)(t) = / eA(t’T)WCy(T)dT — / eA(t’T)Wuy(T)dT +/ eA(t’T)ﬂsy(T)dT
0 ¢

—00

es inmediato ver que G = G, + G, + G
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Comentario 1.13. Notar la linealidad de las funciones partes:

F(& + M) = F(&) + AF (&)
G(&1 + M) = G(&) + AG(&2)

Esta se debe a la linealidad de la integral, de las transformaciones lineales y la lineal-
idad de la composicion y suma de funciones lineales.

Definicién 1.14 (Funcién J ec. integral ). Definamos a la funcién J : E. x C, — C,
por:

J(&y) = F() +G(foy)

Comentario 1.15. Sea & € E,, entonces J(&,y) =y <= y solucién de la ecuacién
integral con z = £. Es decir:

Je(y) = J(&y) =y <= yk A(§)

Lema 1.16 (Punto Fijo de J¢). La funcion Je que induce a la ecuacion integral admite un
punto fijo, es decir, una familia de curvas “indexada” por los puntos del espacio central:

30 = do(A) > 0 : [(Lip(f) < do) = (V€ € Ee, Ay = 2*(-,€) - J(&,9) = y)]

Demostracion. Notemos que:

J(E ) = J(&y2) = G(foyr) —G(f o)
=G(foyr— foys)

Por decaimiento exponencial:

Gulfom—TowO] =| [ N Imlfonr) - Four)dr
< KLip() [ n(r) =
< KLipf) [ e (e a(r) - (e )
< L) [ e (sup e n(s) = )]

0 seR

t
= K Lip(f)[ly1 — ?/2||W/ Tl dr
0

et

< K1i —
< K Lin(f)lly = sell,~—
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De modo anéalogo:

1t
Gulf 0 9)(0) = Gulf 0 2)(1)] < K Lin(f)llsn ol —
1t
Gs(f oyn)(t) — Gs(f o y2)(8)] < K Lip(f)[ly1 — yzH'y;_ 5
Sumando todo y por Desig. Triangular:
igwﬂﬂGﬁomXﬂ—GUomWNSK(Via+BiV>UMﬂMM—mM
Escogemos:
(50 = % 1
(o
Si Lip(f) < do, se verifica:
1 2 ) 1
K(’y—a+ﬁ—’y) Lip(f) < 3
= supe M|G(f oy)(t) = G(f o) (t)] < 1||y1 — ol

teR

= 1I6(fow) ~ G(Fowlly < 5

1
= [[J(Ey1) = (€ y2)lly < 5llv =~ welly

||yl _?/2||v

Luego es un mapeo contractivo y por Teorema de Punto Fijo para mapeos contrac-
tivos, se verifica el Lema. O

Comentario 1.17. Es decir, existe una tnica solucién a la ecuacion integral para todo
punto del espacio central, de donde existe una familia de curvas con crecimiento/decaimiento
exponencial controlado la cual estd indexada por el conjunto entral.. Es decir, para todo
punto del espacio central ¢ = w.x € E., hay un tnico punto en el conjunto central
y(0) € W* de modo tal que haya una tnica curva y € C., descrita por la ecuacién integral
A (y por tanto, por la funcién J) indexada por el punto £. Esta indexacion corresponde a
que la curva solucién de la parte lineal dada por F(§) = e = eAr.x sea perturbada por
G(f oy). La unicidad de la indexacién indica que podemos ver al conjunto central como
una perturbacion geométrica del espacio central. Es decir, que podemos ver al conjunto
central como una variedad.

Definicién 1.18 (Perturbacion de un subespacio). Sea U < R"™ subconjunto abierto de
algin subespacio de R"
Decimos que W es una perturbacién de U si

Hp:U—=V):W={zx+¢)eR":z U} = (Id+¢)(U)

Donde V' < R™ algtin subespacio transversal a U y ¢ continua. En caso ¢ sea Lipschitz,
se dira que el conjunto W es Lipschitz.
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Proposicién 1.19 (Perturbacién de un subespacio es Variedad). Toda perturbacion Lip-
schitz de un subespacio (para constante de Lipschitz menor a 1) es una Variedad topolégica

Demostracion. Por el Teorema 14.3 de azagra2021calculo sabemos que toda pertur-
bacién de la identidad K —Lipschitz es homeomorfismo (para K < 1), de donde la per-
turbacion W del subespacio U es la imagen bajo el homeomorfismo (Id +¢). Con esto
se tiene que W es homeomorfo (y por tanto, localmente homeomorfo) a U el cual es
trivialmente localmente homeomorfo a R™ para algin m € {1,...,n} (su dimensién es
dada por la dimension del subespacio que contenga a U), de donde se tiene que W es
variedad topoldgica. ]

Comentario 1.20. 1. Notar que para aplicar el teorema sélo requerimos que U sea
variedad topoldgica, de donde podemos generalizar la idea anterior a perturbacion
de una superficie. En realidad, este concepto se generaliza al de haz fibrado, en
el cual tenemos que la transversalidad estd dada por el espacio sobre el cual se
completa a toda la variedad ambiente, siguiendo el siguiente diagrama:

2. Para evitar mayores tecnicismos e introducirnos de manera progresiva en el estudio
de variedades invariantes utilizaremos inicamente nuestra version de la proposicion.

Lema 1.21 (Existencia de funcién Lipschitz que caracterice al conjunto central). Si
Lip(f) < do, entonces existe una unica funcién Lipschitz ¢ € Cy(E., E},) que verifica:

We={x.+ ¢(z.) : z. € E.}

Demostracion. 1. Por los Lemas anteriores la Ecuacion Integral A tiene una tnica
solucion:

2*(t,€) = ¢ (27(0,€))
Para todo £ € E..

2. Por Lema anterior de caracterizacion (tomando el otro lema de la expresién de la
curva y = z¢ y usando el hecho de que todas las curvas del estilo cumplen escritura
por Lema de punto fijo):

We={z"(0,¢) : £ € Ec}

3. Notemos que:

27(0,8) = J(&2"(-,£))(0) = £+ (§VE € E.
donde:

0

b(€) = — / e f (" (r, €))dr + / e AT (2 (7. €))dr

—0o0

4. De lo anterior, se deduce que:
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|/0C>O €7AT7Tuf($*<T, €))dr| = \/_ €AT7Tuf(£L’*(—7', €))dr]|
< [ et = elar
/mmf —r.6))ldr

<Kl [ et = Ko < o0

5. De forma anéloga:

|/ Arp fa (r, €))dr]| < 0o

6. Recordando de la demostracion anterior de G, G5 Lipschitz, tenemos que, para
Y1 (t) = I*(t7 5)7 yQ(t) = (t7 §>7 y haciendo ¢ = 0

6(6) — 60)] < 5I*(- ) — 2, E)ls

Ademas, si f,f SO

<|F(E =)+ |G(f (@ (-, €)(#) = G(f (@ (-, €)(@)]

7. Usando los resultados anteriores (cota exponencial de primer lema y cota para G’s):

R | R
|2°(-,€) — 2" (-, )]y < Kem 07 M|g —¢| + (&) =27 (L 9l

De donde se concluye:

. v, 2 3K .
(&) = ()l < ke~
Y finalmente se concluye, para todo & ,f SO

~

- K
6(6) - 6(6)] < e~ 4]
De donde no es s6lo Lipschitz, sino que caracteriza al conjunto central reescrbiendo
We = {x.+ ¢(z.)} en la descripcién dada al inicio de la prueba, por ser la solucién
en t = 0 de la solucién de la ecuacién integral.
O
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Comentario 1.22. Por definicién de C,, podemos reescribir la penidltima ecuaciéon como:

. wrs 2 3K A
' (1.6) — ()] < S el — g
Para todos v € (a, 8),&, € € E,,t € R

Teorema 1.23 (Existencia de la Variedad Central Global). 1. Eziste undy = do(dX (0)) >
0 que verifica que:

fe C’l?’l(R”),Lip(f) <0 =We={zreR": sulg |’ (z)] < oo}
te

invariante y superficie Lipschitz de R"

Es decir,

f e CPNRM), Lip(f) < 6 = 3¢ € CY(E,, Ey) : ¢ Lipschitz, W¢ = {z.+é(z.) : z. € E.}

2. Sip € CY(E,, Ey) y My = {z.4+¢(x.) : @ € E.} es invariante. Entonces My = W¢
yyY =9

Demostracion. 1. La primera parte fue probada en el Lema anterior

2. La unicidad se debe a que como la variedad es invariante, la proyeccién commuta
de acuerdo a:

TR (L, Te 4+ V() = (7 (t, 2o + P(2)))

3. Como ¢ € CY(E,, E}), la acotacién de ¢ implica la de m.@(t, z. + ¥ (z.)), luego
z. + YP(x.) € We(Vz, € E°)

4. Ya probamos la unicidad para funciones Lipschitz que verifiquen que caractericen
a We luego ambas variedades son las mismas.

5. Para ver que sea variedad basta tomar ¢ como funcién perturbacion y W€ como
perturbacion del espacio central.

]

Definicién 1.24 (Variedad Central Global). W definido como antes se llama la variedad
central global.

Comentario 1.25. La variedad central global recibe ese nombre debido a que es variedad
topolégica (En la proxima seccién veremos que es variedad suave), es una perturbacién
que respeta la esencia del comportamiento de las dérbitas del espacio central (parte no
hiperbdlica de la parte lineal) y esté definida globalmente, bajo la condicién fuerte de que
Lip(f) < do, la cual deberemos debilitar para incluir a una mayor cantidad de funciones,
perdiendo dicha globalidad.
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1.1 Suavidad de Variedad Central Global

Comentario 1.26. Para cualquier o > 0, se verifica la inclusién continua C, C C, .,

por ||z|[y+o < [l2|ly
Ademas, recordar que x*(t,€) es la solucién tnica de la ecuacién integral, de donde:

v (t,€) = eME + G(f(a7(-,6)))(t)

Lema 1.27 (Para derivada acotada, se puede modificar crecimiento/decaimiento de flu-
jos). Supongamos que f € CH(R") y que ||Df|| < dp. Eziste un o > 0 que cumple que la
funcion:

9 : Ec — Cry+0-

es diferenciable. Es decir:

Ve CHR™),||Df|| < 0o = 3o >0:1[0: & a*(-,€) dif]

Demostracion. 1. Definamos las funciones:

u(t,&,€) = 2" (t,€) — 27(t,€)
€8 = f(a(t.€) — f(2"(t,€) — Df(z"(t,£))u(t, &,€)

2. Definamos:

Ng,é(u<'7faé)> = G(f*<7faé>>

(a) Empecemos creando como dominio:

D= {w S C(R, Rn) : (3575 S Ec : w() = x*(7§) - l’*(,é))}

(b) Notamos que la ambas funciones pueden darse como sigue:

n

X FE.xE,—C

)

u(+,€,€),6,€) - G(Df(x
") X E. x E. — C(R;R")
(66,68 = G(f*(-,&8))

Ambas funciones inducen Lg,g(') = L(-,ﬁ,é),N&é(-) = N(-,f,é). De donde
tenemos que ambas funciones Lg’é, N@ mandan curvas a curvas. Notar que
dichas funciones estan indexadas por el espacio central para evitar probar la
unicidad de las curvas de D con respecto a los pares del espacio central que
toman

L:DxE.x E.CC(R; R;R™)
D

R;
f

()l €,6))

B~ =

N:D X E,x E.C C(R;

—
A~~~ I~ —~

u
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3. Por comentario:

w(1.€) = e+ G(f (2" ))()
=(ld— Le)(u(-£,€) = (&) — (-, €) — G(DF(«" (- )ul~, &)
=(Id— Le)(u(-€,€) = F(§ =€) + G(f(a"(-.€))) = G(f(a7(-.€))) = G(Df (" (-.€)u
=(Id — Leg)(u(-,€,€)) = F(§ = &) + G(f(a"(-,€))) = G(f(2*(,€))) = G(Df(2"(-,€))
S(1d = Lyg)(u(-€,6)) = F€ = €) + G(f*(.€,6))
=(1d - Leg)(u( ,€) = F(€ — &) + N(u(, £, €)

4. Como antes:

G(Df(a" (-, €))ul- & )] = \/0 A m D f (@ (7, €)u(r, €, €)) (D) dr|

< K||Df|-| / e=lu(r, €, €)|dr]

. gl .
= 1G(D (@ (- )ul, & ) O] < KDl Il & €Dy
= [ILeelul & Ol = IGDF ()l €.l < sllu, &)l
De donde [[L,¢[| < 3

5. Por serie de Von Neumann 3(Id— L, ¢)~" y es acotado (perturbacion de la identidad)

De donde podemos escribir:

u(€,6) = (Id — Leg) "F(€ = &) + (Id = L g) ' N g(ul-, €,€))

Es decir, descomponemos la curva de la izquierda en dos imagenes del operador
inverso.

6. Escogemos un o suficientemente pequeno para que verifique que v+ o cumpla estar
en («, ), por tanto cumpliendo los Teoremas de antes para acotacién de Lip(f) y
para ésta ultima.

7. Ahora bien, descomponemos la funcién N como:

Nu(t) = Gu(f* (- £.9))(t)
N(t) = Go(£7(-£.)(1)
Ne(t) = Ge(f*(-.£,9)(t)

= N(u(-,&,&)) = Ny + Ng+ N,
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8. Dado € > 0 fijo, arbitrario, escojamos 1" > 0 suficientemente grande como para que:

(2 psl) <7
o \e(y—a)

3K?
=
Y=

~|IDflle™" <

Cnlm

donde «, K constantes de la cota dada.
9. Consideremos los casos t € [-T,T], t ¢ [T, T]:

(a) (]t| <T) Supongamos que 0 <t < T
Por definicion de f*, cota de Lipschitz de x* en los parametros del espacio
central, sobre la descomposicion de N:

/Ot A (7, €, €)dr

/ote(t_T)A”(/ [Df(Aa™(7,€) + (1 = Az’ (r 5))—Df(x*(ﬂg))]d)\)(x*(ﬁ&)—x*(T,g))dT

< ke e g / oo / DO (7.6) + (1= V" (1)) = DI (7. Dl )
2 ette—g) [ eom( [ 1Dr0u(r.9)+ (1= Ve'(7:6) - DI (r &I Jar
(e

S%W'I&—ﬂ [ o5

Como f € C}(R™), y el integrando se toma sobre [0, T] x [0, 1] C R? compacto,
entonces es uniformemente continuo, ademds xz*(+,&) — x*(+, &) dado por cota
Lipschitz anterior de manera uniforme.

(1,6 + (1= N (1, €)) = Df (2" (7,€)) | dAdr

Luego:

Ve > 03mg > 02 € =& <mo = |27°(&) = 2" ()l < e
Ve >03n >0: |lu—v| <n' = |Df(u) — Df(v)| <€

Por tanto se cumple que para € arbitrario podemos escoger el n que verifique
la cota dada por =m0, =3 3K2T Es decir, que dado un € fijo y arbitrario
tomamos el 1’ de la forma anterior, para luego a partir de ese niimero obtener
alguno de los 7’ que garantiza la 2da implicacién. Con este 1’ obtenemos el
namero 7, que garantice la primera implicacién. A partir de dicho n = 7
obtenemos:

€ =&l <= (A (1,6) + (1= N)a™(1,6)) —
=1 =N |x(7§)—x(,
= [Df e (1,€) + (1 = N)a" (7, €
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Aplicando esta cota sobre el integrando obtenemos:

T 1
N () < 2ot~ [ [ D10 (8 + (- 0a* () - DI Eenar
2

3K A

< 76_0“”5 — [T
3K? A

< T|§ — €T

~

€ =<l

<

Wl m

La tinica diferencia con el caso negativo es que el eIl acotado por 1 (evidente
por tomar t > 0)

De donde podemos resumir el argumento anterior como (usando el hecho de
que todo conjunto acotado admite supremo):

B > 0: (1€ — €| < = sup e TN < Sje — €))
4 <T 3

(b) (|t| > T') Supongamos que t > T.
Descompongamos N, como N,(t) = N1(t) + N2(t). Donde:

T
Nt = [ e (g yr
0

N = [ LA pr(r € E)dr

N

Abordemos las 2 cotas:

i. Como la primera integral tiene la misma forma que la anterior, podemos
repetir argumento (El ¢ fue abandonado en la cota para ser reemplazado
por T' con valor maximo dentro de la funcién integrando de la pentltima
desigualdad y aprovechamos la division entre un valor menor igual a 1
para dividir, luego el argumento es idéntico).

Por tanto:

Gz > 01 (|6 — €] < g = sup e"HMINY| < Sje — €]
[>T 6

ii. Desarrollando la segunda integral:
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N2 =| [ e 6 par

T

[ em( [ 107069+ 1= 228 - Dr (r )

T

(a" (. €) = a"(7,€))dr

3K F ! —7a T
< Sl =é [ ket Dfjear
T

t
= 3K2¢ — &le|Df|| | e lar
T

. 1 I

= 3K%¢ — {le DAl =5
T

- 1 — -
=3I e Dl s () = )

- 1
<3P~ € IDfll e

(v —a)

Por la eleccién de o, obtemeos:

e N2 ()] < Fle — ¢

iii. Luego se cumple que sumando se obtiene la desigualdad con respecto de

factor §

10. De donde siempre se cumple, para . = min{us, ps}:

~ € ~
€= €l < e = Vel o < gl €]

11. Analogamente podemos obtener i, is verificando:

€ — €|
€ — €|

|£ - £| < Yoy = ||Nu||w+0 S

|§ _§| < Ws = ||Ns||w+a S

Wlanwl

12. De donde existe un o > 0 que verifica que:

~

Ve >03u>0: (€6 € B A6~ & < ) = supe TN (u(-,€,8)(1)] < el¢ - ¢
teR

Lo que se entiende como que:
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1N (u(, & E)ly4o = o(l€ = €])
Cuando & — &
13. Por definicién de derivada, la expresion de u en términos de F' de clase O, de
Id —L de clase C* y de N de orden o(|{ —&]) nos permite obtener que la diferencia

con respecto de z*(+, &) — 2*(-, €) tiene orden o(|¢ — €]), lo cual es la definicién de

derivada, luego la funcion es diferenciable.
O

Lema 1.28 (G continua en parametro espacial sobre g uniformemente acotado, continua).
Sea E espacio euclideo con norma euclidea || - ||g. Dado un mapeo parametrizado:

g:E— U c,
pE€(a,B)
y—g(y) =gy()

que verifica:

1. g(t,y) continuo en (t,y) E R X E

2. 3IM >0: (Yy € E,||lg(-,y)ll, < M)
Entonces:

V(v0,%) € (p, 8) x £, lim  [|G(g(-,y)) — G(g(-;y0))[l, =0

lly—yol|lg—0

donde G : C, = C¢ parte integral de A.

Demostracion. 1. Dado un ¢ > 0 pequefio, encontramos un 7" > 0 verificando que:

1 6.M €
In(—) < T = Me T <~
f—pn(6> ‘ 6

2. Usamos un argumento andlogo al Lema anterior, recordando que N (u(-,€,€)) =
G(f*(-,&,€)), podemos usar argumento andlogo sobre las propiedades de f* y de g.

3. Para la primera parte, podemos argumentar de forma similar al item 9.a del Lema
anterior:

(a) En el primer caso, sobre la parte compacta [—T,T], usamos el hecho de f*
puede admitir una escritura en forma de integral, la cual tiene un integrando
con argumentos de parametros que al tender a acercarse, acercan arbitraria-
mente dicha diferencia, logrando acotarse por ese valor arbitrario.
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(b) Tomemos el valor de |G.(g(t,y)) —Gc(9(t,v0))|. Esta integral, para valores de
t € [-T,T] también se expresa como:

1Gulg(9)) — Culglermo))] = / A (g(ry) — g(ry0))dr

T
< Keol / e "g(t,y) — g(T,y0)|dT
0

T
< Kea“'/ l9(7,y) — g(7,90)|dT
0

(¢) Ahora bien, tomando ||y — yo||r < o suficientemente pequerio, se tiene que se
tiene, por continuidad de g, que |g(7,y) — g(7,y0)| < g%e_‘” lo cual permite
una cota por ¢

4. Podemos hacer un argumento analogo para el segundo caso:

(a) Descomponemos las integrales que componen la parte integral de la diferencia
G.en Gty G? para |t| > T.
(b) Para la parte compacta el argumento anterior es idéntico.

Para la parte no compacta |t| > T, usamos la condicién 2 para acotar el
integrando, esto es:

gl < M

= e Mg(t,y)] < M(vt € R)
t

= [G2(g(-,y) — G2(g(- po))| < Ke /T e "g(1,y) — g(7, yo)|dT

t
< gt Moo (r,c/(r, )|+ lg( yo)\)dT

T

t
gKe""t/ e T 2MeTdr

T

t
< 2M K e / P~ qr
T

< oMK L (et _ (-0
< py
< ol 2ME oo _ (oot
<t
) o 2MK Y
= ¢ <] (Gz<g<-, v) — G§<g<-,yo>>) ()] < el M= (et = )
4 2MK
p—Q
2MK

p—

< el (elP=o)

< Ot

[<r N e
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Luego escogiendo el py anterior, dependiendo de 7' escogido como antes, se
obtiene que la composicion se obtiene la desigualdad con e arbitrario.

5. De donde, se cumple el limite.

]

Comentario 1.29 (Derivada de Flujo). Por Lema, el mapeo que envia parametros del
espacio central a soluciones 6 : £, — C,, es diferenciable.

D§$*<t7§)n — }\li% x*(t,f + )\2\) - ZL‘*(t,g)
i € A (@) — 0O ()
A—0 by
= lim ADO(&)n(t) +r(An)
A—0 A

= DO(&)n(t)

1. Notemos que, para cada § € E,, Dex*(+,§) : B = TeEe = Ty 6Crhqe = Cyqp (por

ser ambos conjuntos espacios vectoriales)

. Podemos tomar la funcién:

De*(-,€) = DO(E) : B, — L(E.; Cyiy)
n = DOE)n(:)

. La razén detras de esto es que habiamos descrito a las soluciones segin:

2*(t,€) = i (27(0,€))
z(0,8) = £+ ¢(¢)

Es decir, teniamos las curvas soluciéon asociadas a las perturbaciones del espacio
central que caracterizaban a la variedad central. Luego la dervivada Dex*(-,&)n es
tomar un valor punto temporal de dicha curva soluciéon y tomar la mejor aproxi-
macién lineal en la direccién de 7 al perturbar dichas curvas soluciéon con respecto
de la variable espacial. La funcién 6 asigna a cada punto su curva soluciéon. La
derivada de tal funcién en la direccién 1 es la mejor aproximacion lineal como vector
dentro del espacio de curvas, o lo que es lo mismo, la curva que mejor representa la
perturbacién de una curva a otra para cada punto del espacio central. La igualdad
de dicha derivada con respecto de la funcién 6 nos permite deducir propiedades
para caracterizar la variedad central. En particular, nos basta con verificar la con-
tinuidad de una (y con ello, obteniéndose la suavidad C') para que la suavidad de
la otra se siga de forma inmediata.

. Los siguientes lemas consisten en ver que este mapeo (Df)es continuo en £ € FE,

como mapa de E. a L(E,; Cy43,)
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Lema 1.30 (Ec. Integral B caracteriza derivada parametrizada). Supongamos que f €

CHR™) y ||Df]| < do. Entonces el mapeo:

A:E.— L(E:; Cyia0)
fH Dgl’*(,f)

satisface la ecuacion integral:

B) vo(tyn = ey + GIDF(* (L OW(m)(t) V(1) € B x R

donde G : Cyyo — Clpa, parte integral definida como antes.

Demostracion. 1. Sea &,n € E, fijos, A # 0 y definamos la funcién:

g:RxR—R"

A

(£2) s gt \) = 2

2. Recordemos que Dez*(t,&)n = DO(E)n(t) = limy_,o(g(t, A)),+o existe por Lema 3.39

3. Ademés x*(-, £) es Lipschitz continua en € por cota con 2. Luego g(t, A) es continua

en R x R:

(a) Como z*(t, &) es el la curva solucién dada sobre el punto de la variedad central,

tenemos que es una funciéon continua en t.

(b) Para la variable de pardmetros, la continuidad en 0 dada por existencia de
derivada y la continuidad en R — {0} dada por ser fraccién y continuidad

uniforme del flujo en &

4. Por definicién de x*(+, &) como unico punto fijo solucién de la Ec. Integral A, esto

es: J(& 2*(-,€§)) = 2*(-,€)
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g(t, ) X\
~ (e gm0 - e (.00
= (M GGG 0 - AU 00

= ety 1 G (f(x*(-,s ) — f(x*(-,f»))(t)

=63 ([ DA 6.9 a6+ ) - 2 (1.9)
(0 + M) = (1. ) (0
=t G [ DA+ ula" 0.6+ ) — 0.
S 66+ ) = (1,€) (1)
= ey G [ DA+ ) = (1= a2 ) ale. )

5. Definamos:

bt = 5 (g + 30 - 1 0.6

Por la cadena de deducciones anteriores:

h(t, A) = ( [ Dstus g+ 30 - 1 - u)x*@,g))du)g(t, 3

6. Como f € C}(R™), entonces:

Bt )] = |( [ Dstus i+ 30 - 1 - u)az*(t,s»du)g(t, V)|

< Jg(t, V) / 1D f|ldu
— lg(t. )] - IDS]]

7. Recordemos que e W [z*(t, &) — 2*(t,€)| < 2E|¢ — €|, luego |g(t, \)| < 2K |)|, de
donde:
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h(t. )] = lg(t. M) 1D
< M-Iy

K
= e Mn(t, V)] < 87 A
= (17Nt < 1BC ],
3K
< 507’)"

8. Luego aplicando limite sobre expresion de g como ecuacién integral obtenemos:

9(t, ) = eV + G(h(- ) (1)
1 (96, Ay = lim (4 + G(h( 1) (1))
(

= &M+ (GO, ) (1)), 40

A—0

9. Queremos que A(&)n(t) = v(t)n = DO(&)n(t) sea solucién de (B), luego basta probar
que:

Hm (G (R (-, \)(t))y10 = G(Df(z*(-,€))DO(E)n(-))

A—0

Es decir, que:

A—=0

|G (h(-A) = G(Df (2" (- ) DOE)n())ly 40 =0

10. El interior del argumento de G que buscamos limitar puede escribirse como:

Df("(t,6))DOE)n(t) = Df(x*(t,€)) Dex” (£, 6)n
= De(fox®)(t, &)

o foat (b dn) — foat(t§)
A—0 A

= lim h(t, \)
A—0

=: h(t,0)

Definiendo extensién continua en A =0
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11. Ahora bien, h cumple condiciones de Lema anterior, luego se cumple la continuidad
de G en parametro espacial de A\ sobre h, es decir:

lim [[G(h(- ) = G(Df(a" (-, ) DOEN()l+o = i [|[G(A(, A)) = G(A(E 0)]5+0

A—0

De donde se cumple el Lema

]

Lema 1.31 (La cota de la derivada permite extensién de decaimento/crecimiento).
Supongamos que f € CL(R™). FEntonces existe un nimero 0 < & < &g tal que si
||Df|| < 61, entonces A : E. — L(E,; Cy43,) continua en § € E.

Demostracion. 1. Usaremos que Dez*(-,&) es solucion de (B) y que G : Cyyop —
C.+3, (pues podemos tomar 7 = v + o y el dominio y conjunto de salida se
transladan)

2. Dado n € E, arbitrario, tenemos:

IA(E) = AE)llyr30 =||(Dea” (-, €) = D" (-, &)

v+30

_ G(Df(:r*(n €))Dea” () — Df (2 () Dear* (- ém)

y+30

IN

G(Df(x*(né))(Dax*(-,E) - Dafc*(-,f))n>

Yy+30

¥+30

e (Dstt.naemt - aénen)

v+30

* HG(wf(:c*(-,&)) - Df<x*<'vf>>>“5>”(’)>

y+30

3. De forma andloga que la cota de G, en el Lema para Lip(f) < do (basta obtener la
expresion de diferencia de f como la integral de la derivada y obtenemos la cota de
la derivada en vez de Lipschitz, luego elegimos valor suficientemente pequeno como
para anular los coeficientes que no nos interesen) , podemos encontrar d; tal que,
si ||Df|| < d1, entonces:

Ha(pﬂx*(-, NAE) - A&

<3/|(a© - 2@

v+30 v+30

4. Recordemos que D f(z*(t,£)) es continua en (¢,£) € R x E..

Ademaés:

3K

—n

1Dex*(,&)lly20 < =5
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5. Para acotar el segundo miembro de la desigualdad de diferencias de A, aprovechamos
el mismo argumento que en los Lemas anteriores para obtener 1 > 0 tal que:

< eln]
Y+30

m—asM:HGQDﬂﬁ«@»—Dﬂfcmeawfm)

En efecto, la condicion (ii) del Lema sobre la continuidad es inmediata por || D f|| <
oy [Dex*(-,€)n] < 2E|n| luego el argumento de G es acotado, por lo tanto el
argumento para la parte no compacta es idéntico al del Lema anterior.

6. Para la parte compacta basta tomar la cota de la diferencia en los argumentos
espaciales para obtener un argumento sobre la cota general. Es decir:

E—El<p=la* () -2 ()| < e
= |[Df(z*(-,§)) = Df(2"(-,€))| < e
Luego controlando €5 obtenemos la cota como en Lema anterior.

7. Volviendo a la desigualdad original:

~

1A~ M@l < SIAEM ~ Al 130 + el
= I(A€) ~ A@)llys0 < Seln

= IAE) = A ity o < -

—€
2

Para [¢ — €| <
O

Lema 1.32 (Suavidad de Variedad Central Global para k = 1). Supongamos que f €
CHR™), f(0)=0,Df(0) =0 y que ||Df|| < 1 es dado por el Lema anterior.

Entonces el ¢ . E. — E, = E, ® E funcion que caracteriza a la variedad central
verifica:

1. ¢ € CH(E.; Ep)

2. $(0) =0

3. Dp(0) =0

4. Lip(¢) <1

Ademds, si & € W€ yZ.(t) = w0l (Z) entonces T.(t) satisface la ecuacion diferencial:

i'c = Axc + ch(xc + ¢(xc))
donde x,. € E.
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Demostracion. 1. Del Lema anterior, tenemos que:

D@ - CO(E(;7 £(EC7 C’Y+3U))

Ademas, tenemos la condicién de la solucién como funciéon de la posicién inicial
siendo Lipschitz segin:

2 (1,€) — a*(8,€)] < MR |§ 3

para cualesquiera y € (oz,ﬁ);ﬁ,éC eE;teR

2. Por las condiciones dadas en el item anterior:

3K 3K
V6,0 € Be,m € R, | Dea (7, &) < =€ n| < =Ny

Aplicando el control de crecimiento/decaimiento de las curvas solucién de la parte
lineal sobre el espacio inestable:
/OO

/ KBl
< / b5,
0

3K25 *
< 1 |77‘ / 6757+('y+3a)7d7_
0

3 K251 eltyt3a)=F)r N

_ 3K251|77|
2(8 — (v +30))

G_A

‘ - /0 e~ D f (a7 (7,)) Dex™ (, §)ndr

'Df(az*(r, €))Dea (v, O)n|dr

( *(7—’ 5))D§x* (T7 6)77 dr

Dex™(7,&)n|d

3. De manera andloga, para cada n € F,, £ € E. tenemos:

3K251|7]‘
~2(B— (v +30))

4. Podemos tomar la definicién de ¢ a partir de su forma integral:

] / A Df (2" (7, €)) Dea* (7, E)pdr| <

¢(&) = —/OOO GATWuf(x*(Tvﬁ))dTJr/_ e AT f(a*(r,€))dr

oo

Para luego derivarlo y obtener la identidad:

0

Do(€)n = — / e r D f (" (7, €)) Dea® (7, €)ndr+ / e D f (x* (., €)) Dea (r, €l

—00
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5. Por la convergencia uniforme de las integrales de arriba con respecto de & € E. y
la continuidad de D f, z*(+, &), Dex*(+, &) tenemos que D¢ es continua.

3K281n| .

6. Por las desigualdades anteriores, tenemos que D¢(&) es acotada por B—(130)"

Por tanto, la aplicacién cumple ¢ € C}(E,, E},)

7. La unicidad de soluciones resulta en:

(¢, 0) = ¢ (27(0,0)) = ¢ (0) =0

Luego por definicién de ¢ y caracterizacién de su derivada D:

$(0) = 0+ $(0) = 2*(£,0) = 0

D¢p(0)n = — /000 e Df(x*(7,0))Dex*(1,0)ndr +/ e, D f(x*(1,0))Dex* (7, 0)ndr

—00

00 0
= —/ e 4", D f(0)Dex*(1,0)ndT + / e A D f(0)Dex* (7, 0)ndr
0

—00

=0

Donde lo tltimo viene dado del hecho de que D f(0) = 0. También pudimos haber
usado la definicién de ¢ como forma integral en lugar de como perturbaciéon y el
resultado es andlogo por f(0) = 0. En ambos casos se cumple:

¢(0) =0
Dg(0)n =0

8. Para ¢; suficientemente pequeno tenemos:
Lip(¢) <1

9. Sea z € W€, tomaremos:

P (®) = £(t) + o (8(1))

donde £ : I C R — E. curva.

Entonces:

(1 -+ DO(E()E(E) = (@)
= Agl(3) + (2 (3))
= AL(t) + Ap(E(1) + f(E(E) + d(E(2)))

Aplicando 7.:
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£(t) = me(Id + D (E(1)))S(1) = AL(t) + mof (E(t) + ¢(£(1)))
debido a ¢ : E. — E, v D¢ : TE, = E. — TE, = E),

Luego se satisface la ecuacion diferencial de la forma:

£ = AL+ . f(€+ 6(€))
Il

Comentario 1.33. En la ultima parte de la prueba debemos recordar que A esta en su
forma canénica de Jordan y por tanto A : {(t) € E. — A(t) € E.

Teorema 1.34 (Suavidad de la Variedad Central Global). Supongamos que f € CF(R™)
para algun k > 1, que f(0) =0, Df(0) = 0.
FEtnonces eziste un nimero o, > 0 tal que si ||Df|| < k, entonces:

1. ¢ € CF(E.; Ey), donde ¢ funcién que caracteriza la variedad central global
2. ¢(0) =0

3. D¢(0) =0

4. Lip(¢) <1

Ademds, siz € W yz.(t) = m.2(t, &) entonces T.(t) satisface la ecuacion diferencial:

e = Ave + Tof (2o + O(2.))
donde x. € E.

Demostracion. 1. Del Lema anterior, tenemos el caso k = 1
2. Probaremos el caso k = 2:

(a) Sabemos que o < v < kv < 8 por Lema inicial, y supongamos que o > 0 es
suficientemente pequeiio.

(b) Supongamos, ademés, que f € CZ(R™). Entonces D8 € C°(E,; L(E.; Cy135))
(¢) Afirmamos que D@ es diferenciable y que la segunda derivada es continua

i. Definamos la funcion:

v:Rx E.x E.x E. - R"
(t.€,€m) — v(t,£,€,m) = DO(E)n(t) — DOE)n(t)

Asimismo definamos el dominio:

~

D= {uec COR;R") : (36, & n:u(-) =v(-,& & 1)}

Con este dominio definimos la funcién:

L:Dom(L)CDxE,x E,x E, - R"
(U('7gaé7 n)’gaéa 7)) = L(’U,f,é, 77) = G<Df(l‘*(aé))v(7gvéa 77))
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ii. Desarrollamos las funciones de forma analoga para obtener:

(Id _Lg,gjn)v(t7 57 éa T]) = U(ta ga éa 77) - G(Df(ZL’*(, é))v(7 57 éa 77))(75)

~

= DOE)n(t) — DOE)n(t) — G(Df
= e+ G(Df(2"(-€)
" §

(€&,
) o

ili. Definimos la funcion:
h:Rx E,x E.x E, - R"

(t,€,€,m) = Df(x"(t,£)DOE)n(t) — Df(a*(t,€))DOE)n(t) — Df (x*(t,€))v(t, & & n)

La cual también admite la forma:

Df(a*(t,€))v(t,&, &, m)

~

DO(E)n(t) — Df (z*(t,£)[DO(E)n(t) — DOE)n(1)]
Do

<>
—
A
S—
33
—
~
S—
|

-/ Dt (,6) + (1 — et (1,6) (vt - °.6) (Dot )

-/ D (. 6) 4 (1 — we . nia( [ D (106 + (1 — w)E)dufe — ) (poono)
= /01 D?f(px*(t,€) + (1 — p)a* (¢, €))du (De(g)n(t)) (/01 Dea(t,wé + (1 — w)é)dw[é — é])

iv. Definimos la funcién que induce formas bilineales:
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B:RxE. xE.xE.xE.,—R"
PN 1 ~
66wty [ D2 (1) + (1wt ) (De@a(t))
</l Dex*(t,wé + (1 — w)é)dwb)
0

~

La forma bilineal viene dada por Bt@é(-, ) = B(t,§,&, -, 1)
v. De donde obtenemos la expresion:

(10— Lo, Jolt.€,6m) = G(Df(w*(n&))D@(&)n(-) D () DOEM()
DI (Ll 6 £, n>) (0
_ G(h(-,s,@) (0

Asimismo:

Lo que puede reescribirse como:

(- Legolt 6. 6m) = G Bl - )01+ 6(1B0.6.6) - BE.E&nie - )0

vi. Buscamos aplicar el Lema con respecto del limite en 0, con lo que bus-

camos cumplir condiciones analogas a aquellas presentadas en el Lema
anterior (donde usamos el operador inverso).

A. El operador bilineal:

6(BEOO0 ) B x B Currao

(a,b) — G(B(-,g,é)ab)

es operador bilineal acotado, a fin de que se cumpla el rol del operador
L del Lema anterior.

B. Para ver esto basta evaluar en 2 valores arbitrarios ny,n, € E.:
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B(t,€,E)mm, = / D2 f (i (1,€) + (1 — ) (1, €))dp

(De ) (/ Dex* (t,wé + (1 — w)é)dwb>

S HG(B(-, ‘. é>nm2) otrs 3010 = stuge@WH@*o)tHG(B(-, ‘. f)mm) ol
c

1
= supe—@(w%)“)tna( | 2.9+ (1= . )

teR

(oem ) ( / Dea (6 + (1 = w))dom ) )0

= sup 67(2(’Y+3J)+U)tHGc+u+s (/ DQf(/JJ:C* <t7 5) + (1 - ,u)x* (tv é))d:u

teR

(otemo) ( / Dea (16 + (1~ ) ) ) 0]

< sup 67( (y+30)+0o)t He atHfHC2
teR

3K 1 2
—(y+20)t 2
e — 1" - . +
H 9 H ’771‘ |772’<2(’y+30)—04 5_2(,}/_‘_30))

- —ot 1 2
_sup€ ‘|f“02(2(7+3g) — * 5—2(’Y+3‘7)>

9K2
—ml - Ine

=Sup€_"t||f||cz( : + : )
2(y+30)—a  B—2(y+30)
9K*

—|771| |772|

1 2
_ —(2(y+30)+0)t
=supe +
e ||f||02<2(7+30) -« 5—2(7+3a))

3K\ o1
(7) O | -

<swllfllee( 5372 * 7305307
= e o T80 —a T B—2(7 + 30)

BNl Il
2771772

= Mm| - |n2|

C. En efecto, recordemos la cota sobre DO(E)n:

3K
[1DY(E)nl 420 < =1

y aprovechando que la desigualdad con la norma de la segunda derivada
aplica con respecto de los 2 argumentos, de donde se obtiene el valor
al cuadrado.



34 CAPITULO 1. VARIEDADES INVARIANTES

D. De todo el argumento anterior se obtiene la cota para la forma bilineal
deseada:

\|G<B(~,€,§)nmz) larssmyo < Mlm] - Ina

E. Ademas, buscamos que G converja al 0 segtn:

in 16 B.6:H00)) = 6(BLEDDO ) iy =0

le—€|

Esto, a fin de que cumpla el rol del operador N del Lema anterior.

F. Por la linealidad de G tenemos:

||G([B<-, £.6)— B(.¢, é>]<-><->) o

G. Basta tomar la desigualdad como en Lema anterior:

HG([B(-,@ é - B(-,£,é>l<-><->) M2 Bt amy ) < K / e |B(r, £,6) — B(r, £,6))()(-)ldr]
< K| / e B 6.6 + |B(r. €. 6)|Jar]

< K]/eT"QHB(T,f,é)HdT‘

9K?
4

< KEo||fllo=——1¢ — €]

La demostracion del texto utiliza la funciéon h definida anteriormente,
pero esta funcién usa 2 argumentos vectoriales en la expresion, mien-
tras que fue definida tan s6lo como una diferencia de imagenes de f,
los cuales son vectores.

vii. Argumentando como en ese Lema, basta tomar la inversa como serie de
Von Neumann y considerar que la diferencia dada por v tiene a lo menos
orden lineal, luego es diferenciable

viii. Obtenemos que como en Lema anterior podemos tomar la forma:

Dea*(t,& + Ana)m — Dex*(t,£)m
A

Luego se tiene (por definicién de derivada):

g(t’ /\) =

. ~ o 2 %
lim g(t, ) = Dgz" (t, €)mn:

Por ecuacion integral B se tiene:
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a(6.) = 3 (D0(E-+ A (0) - Do)

_ % (eAtm + G(Df(x* (-, €+ An2))DO(E + M) ) (£)

_ My, — G(DF (- 5))D9(§)m)(t))

= % (G(Df(x*(wf + M) DO(E + Mg )m ) (t) — G(D f (2" (-, g))De(g)m)(t))
= SO (€ + M) DO(E + M) — DF (2" (,€) D(Em) (1)

Luego podemos escribir el argumento de la forma:

~

bt = 5 (D7 1.6+ A DOGE + A1) = DI a1, )P (1))

1

=5 (Df(x*(t, &+ An2)) [DO(E + Anz)ni(t) — DO(E)n:(t)]

DS (6,6 + M) — D", 5))]D9(§)m>

= Df(z*(t, €+ An2))g(t, A) + h(t, € + Ao, €,m1)

ix. Tomando limites podemos obtener la forma:

lim G(h(-, A)) = lim G(Df(x"(-,& + Xp2))g (-, N) + G(h(-, € + N2, €, m1))

A—0 A—0

= Glim Df (27, €+ Mp2))g (-, A) + 7, €+ X, € 1))
= G(Df(x*(-,5))D§x*(t,§)n1n2 + Hy(+,€§,m))

Por Lema anterior, sabemos que H; continuo implica que:

lim ||G(H1<-,5> _ H1<-,é>) [

l€—€|—0

x. De donde obtenemos un valor de cota para la derivada de forma que
de ser satisfecho, la definicién de ¢(t, ) dada como en dicho Lema nos
garantiza continuidad de A; definido de forma andloga a A. Esto es,
la continuidad de la derivada se obtiene tras obtener la expresién como
ecuacion integral y aprovechando el hecho de que para d; < d; se pueden
aplicar las desigualdades para acotar el valor que no involucra al H;.

(d) Por el item anterior, podemos probar la segunda diferenciabilidad de la per-
turbacién. En efecto, basta tomar la forma dada por la primera derivada y
volver a derivar:
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Do) = / e, Df (2 (r, €)) Dex (r, ) ndr

+ [ D (r ) Der (i
D26l = = [ ¢[00 (r.)Dea” (. €, Dea (7. )
+ Df(a*(r,€)) D (7, e ) | dr
b [ e [P )P . O Der
+ Df(a’ (7,€)) D (7, €)mo. ) | dr
Por la continuidad y cota de los argumentos se tiene que ¢ € CZ(E,, E},).

3. Probamos para k = 7 > 2. Supondremos el caso j:

(a) Se tiene la existencia de la derivada j—esima de la curva solucion:

AD{a*(,€) : Ee = L(EL; Cir430)4+(-2)30-+0)

ademas, se verifica la ecuacion:

Diz*(t,€) = G(Df(x" () D (- &) (m .. 1) + Hia (-, ))(2)

b) Por construccion de ¢; < 9,1 podemos hacer lo mismo para obtener que si
i< 9j
Df|| < 0; entonces DZx*(t,€) es continua en £ € E..
J §

(c) Con esto, podemos probar la j—ésima diferenciabilidad de la perturbacién

¢ € Cl(E., Ey).

]
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1.2 Sobre la Suavidad segiun contraccion de Fibras

Desde el 15 al 27

37
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1.3 Variedad Central Local

Definicién 1.35 (Funciones corte). Una funcion corte es una funcién § € C>°(R", R) tal
que:

. Su rango sea entre [0, 1]:

0<8§(z)<1,VzeR"

. La bola unitaria este en su soporte:

§(2) = {1 sifz] <1

0 silz|>2

A cada corte y a cada funcion f € C*(R™) con k > 1 se le asocia la funcién p—corte
definida por:

fo(2) = f(z)§(%),v,z eER",p>0

Lema 1.36 (Corte suave). Sea f € C*(R") con k > 1 parte no lineal del campo X :
R™ — R". Entonces el p—corte para p > 0 es suave f, € CF(R") y se cumple:

lim [|Df,[| =0

Demostracion. Basta ver que la definicion de f, nos permite obtener la suavidad debido
a la suavidad de f y de §. Debido a la continuidad de cada derivada y al hecho de que el
soporte sea un compacto, se tiene que cada derivada es acotada, luego f, € CF(R™).

. Derivando en la definicion se tiene:

Dfya) = Df(%) + 2 @08 %)

p
DS < sup |Df(a) +%\|D§|r sup |£(@)

lz|<2p lz|<2p
Podemos expresar f en su forma integral (debido al Teorema del Valor Medio) para acotar

la parte derecha del sumando:

sup |f(z)| = sup | | Df(sz)wds| <2p sup [Df(z)]

lz[<2p lz|<2p JO lz|<2p

Se sustituye la ultima desigualdad para obtener:
1
IDf,|| < sup [Df(z)|+ ;IID§|I-2,0 sup |Df(z)| = (1+2||D§|[) sup |Df(z)|

lz|<2p lz|<2p lz[<2p

Tomando liimite cuando p — 0 se obtiene el resultado deseado:

1D foll < (1+2[[D§|[) lim sup [Df(x)| =0 = lim [[Df,|| =0
p—0 p—0

lz|<2p
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Definicion 1.37 (Conjunto localmente invariante bajo el flujo). Decimos que un conjunto
M es localmente invariante bajo el flujo (asociado a un campo) en un punto p si:

AV € Virn rpn) (P) (V:U e MnVVte LNy, (V);o(z) € M)

En otras palabras, que hay una vecindad V' para la cudl las 6rbitas que se quedan en
la vecindad (1, N gp}}w(V)) también se quedan en M. O lo que es lo mismo:

—1
IV € Vigrmm 0) - on (M AV C M

Definicién 1.38 (Orbitas Completas). Decimos que una érbita es completa si el intervalo
maximal asociado a cualquier punto (y por tanto, a todos) en un conjunto es R. Es decir,
si I Ny, (V) =R

Teorema 1.39 (Variedad Central Local). Sea f € C*(R™) con k > 1 parte no lineal.
Entonces existe una funcién de perturbacion ¢ € CF(E.; Ey) y una vecindad abierta del
origen V' verificando:

. Que la variedad:

Wige = {&+¢(8) : £ € Ec} = (Id+¢)(E)
es localmente invariante bajo el flujo del campo con respecto de la vecindad V.

. Las condiciones de la perturbacion 1):

$(0) =0
Di(0) =0

. Las drbitas completas y acotadas dentro de V' estan en W .. Lo que es lo mismo:
LNex, (V) =R=zec W,
Demostracion. Sea J;, dado del Teorema de Suavidad de la Variedad Central. Sea p > 0

tal que el p—corte f, de f verifique que ||Df,|| < d.

. Por el Teorema de Variedad Central existe una funcién de perturbacién ¢, € CF(E.; Ej)
asociada al campo con parte no lineal f,.

. Sabemos que la funcion de corte verifica que:
f(x) = f(x)Vx € Q= B,(x)

Con esto se verifica que la variedad es localmente invariante. En efecto, la variedad
central global inducida es invariante, luego la interseccion con el abierto es invariante y
coincide con el flujo del campo original en dicho abierto.

. Las segunda condicion se verifica de las propiedades de la funcion perturbacion.
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. Supongamos que x € () punto cuya orbita es completa y acotada en (). Entonces, la

orbita de x con respecto del campo con parte no lineal f, es completa y acotada, luego x
pertenece a la variedad central global asociada a f,. En efecto, se verifica que:

sup |, (z)] < 00 = 2 € Wi,
teR

Lo que es el resultado
O

Definicién 1.40 (Variedad Central Local). Sea ¢ € CF(E,; Ej) una funcién de verif-
icando ¢(0) = 0y D¢(0) = 0. Si la perturbacion del espacio central dada por dicha
funcion es localmente invariante bajo el flujo del campo vectorial X en una vecindad V'
del origen, entonces la variedad se dice una C* variedad central local del campo.

Corolario 1.41 (Existencia de la Variedad Central Local). Sea X : R™ — R™ un campo
vectorial de clase C* con k > 1 y sea p un punto de equilibrio. FEntonces existe una
variedad central local W, en una vecindad V' de p.

Proof. Se sigue del Teorema anterior. ]

Lema 1.42 (Caracterizacion de la Variedad Central Local). Sea f € C'(R™) con f(0) =0
y Df(0) =0 y ¢ € CHE,; Ey) una funcién verificando ¢(0) = 0 y D¢(0) = 0. Entonces,

la variedad central local asociada a f es:

Wige ={&+¢(8) : € € Ec}

st solo si existe una vecindad del origen Q. C E. (bajo la topologia relativa a la
identificacion de E. como espacio Euclideo) tal que para todo § € Q. se cumple:

Do(E)m. | Ae + f(é + ¢<s>>] - [A¢><£> e+ 6(0))

O lo que es lo mismo:

De(§)me X (€ + d(§)) = m X (§ + 6(E))

Demostracion. (=)Supongamos que exista dicha vecindad €2, del origen sobre la cual se
verifique la ecuacién. Entonces:

Se descompone el campo vectorial en el espacio central y en el espacio hiperbdlico:

Xe(z) :=m.0 X(x + ¢(x))
Xn(z) = mh 0 X(z + ¢(2))

@’ (£) € Q. para |t| suficientemente pequeno. En efecto, sabemos que el campo X, toma
los valores segtn:

X :QCE. —-W;.—R"—= E,

De donde es un campo vectorial sobre el abierto ). C E.. Por lo tanto, se cumple que las
curvas solucién ¢ (§) quedan contenidas en E,. Tomando |t| en un intervalo del abierto
©x ¢(€2c) se garantiza dicha invarianza.
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(c) Se tiene que:

(6. (6) + 0o () = Xl (€) + 0, (6))

(

+ Do (¢l (€) + o9k, () Xe(¢hy, () + d(¥k, (£)))
= [Id +Do (¢, (€) + o'y, ()] XelPx, (€) + D¢, (£)))
= (7 + 1) X (' (&) + D(¥%,(£)))
= X (0%, (€) + o(¢%.(£)))

Tomando el P.V.1.

se obtiene (por existencia y unicidad):

P (€ +(6)) = P, (§) + (¢, (6))

Luego el conjunto W, asociado a ¢ es localmente invariante bajo el flujo. En efecto,
aplicar el flujo a cualquier punto del conjunto es lo mismo que aplicarlo sobre % (&), por
propiedad aditiva se sigue que todavia es de dicha forma, por tanto, es invariante:

E+ (&) € Wi = O (E+ 0(8)) = . (€) + d(,(€)) € Ee + ¢(E:) = W,
= o (W) € W,

Como las tinicas suposiciones dadas para esta invarianza fueron sobre la magnitud de |¢|
y sobre x € U N W se tiene la invarianza local. Por definicién de variedad central local
se sigue el resultado.

(d) Supongamos la invarianza local de W, asociado a ¢ (y por tanto, que sea una variedad
central local) en una vecindad del oriden V. El P.V.L.:

£(t) = @ (§ + 0(8)) = =7(£,€)
z(0) = £+ (¢)
tiene (por definicién de ¢) la misma solucién que el P.V.I.:

{a’c(t) = X(x(1))
2(0) = £ + &(€)

De donde la invarianza local bajo flujo implica que para la vecindad V' se cumple:

Iwmﬂo;(lz V)

QOX 7 (VVI(;C N V) g Vvl(z)c

luego para [t| suficientemente pequeno como para estar en cp;{}x(V) se tiene que:

(2" (8,€)) = mulmex™ (£,§) + ¢(mea™ (t, €))] = p(mex(t, §))

Derivando se obtiene la ecuacion:
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Th(# (§ + 6(8))) = d(mepx (€ + 6()))
= m(X(§+9(8))) = Do(mea™(t, €))m X (§ + H(€))
= X} = Do(mex™(t,8)) X,
= Xp = Do¢(§)X

Con la tdltima expresién dandose por tomar ¢ = 0 y aprovechando que z*(0,¢) = £+ ¢(§)
con ¢ : E, — Ej, entonces m.2*(0,&) = (€ + ¢(£)) = £.

]

Visualizacién 1.43. Podemos visualizar el Lema anterior como sigue:

Tenemos que para E. un espacio bidimensional sobre un espacio tridimensional, o un
espacio unidimensional sobre un espacio bidimensional, se cumple que la funcién ¢ es
mas bien una superficie (curva respectivamente). Luego su derivada toma un vector en
la direccion de X, flecha sobre un punto de aplicaciéon de algin valor cercano a E., y nos
devuelve la altura en la direccion Ej,.En ese sentido, la perturbacién queda caracterizada
si se cumple que el campo sobre un punto perturbado hacia arriba/abajo del plano/recta
central es tangente a la superficie generada por dicha perturbacién, vista de forma local
sobre el origen.

Ejemplo 1.44. Tomando el campo de la forma:

X(z,y) = (i)

Aprovechamos que E. = (e1), Ej, = (e3). De donde ¢ : (z,0) — (0,¢(x)). Ademads, se
obtiene que la variedad central local queda determinada por la ecuaciéon funcional:

ch(Z) X(z+¢(2)) = mX(z + ¢(2))
(0) =
¢(0

)
Reemplazando con z = (z, 0)

S ©

_ [v@)a? = —y(x)
P(0)=¢'(0)=0
= (e = {fe;o z < 00

Lo que corresponde a que para el campo Silla-Nodo se tenga que las hojas de entrada
de forma exponencial en el lado del nodo y laa tinica recta de salida en el lado de la silla
actiien como variedad central.
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Teorema 1.45 (Toda Variedad Central Local es parte de una Variedad Central Global).
Supongamos que f € C*(R™) para algun k > 1, f(0) = 0,Df(0) =0 y ¢ € WS, define
una variedad central local. Entonces, para todo 0 < § < dg, existe una vecindad del origen
V tal que, mapeos f € CE(R™), ¢ € CFYY(E,, Ey) satisfaciendo que:

1. f(z) = f(z) para todo x € V.
2. |IDf|| <o

3. La variedad central global asociada a f y a 1, denotada por W€, satisface:

(f)

2.

wenv=wenv
Demostracioh. Supongamos que la variedad central local es F..:

Entonces existe una vecindad del origen V' C F, tal que los puntos de V' verifican la
invarianza local. Por lo tanto:

o€ =0,Y¢E e VNE,
Si no, £+ ¢(§) ¢ E. debido a descomposicién en Ej, & Ej,.

Usando Lema, podemos tomar la vecindad como bola abierta:
dd>0: By(0) CV

De donde se cumple que:

V& € By(0) N E,, (&) =0
= Xp(§+¢(§) =0
= mpX(§+ 8(8)) = X (§) = mA(§) + mnf(§) = mf(€) =0

Sea p < g, entonces el soporte de f, esta contenido en B,4(0), de donde se cumple:

fo(e) = ()8 (;)

s mfo(a) = whf<x>§(§)
—VE € By(0) N B, £,(€) = 0

De donde se cumple la invarianza de E. bajo el flujo del campo con parte no lineal f, en
la vecindad By(0). Por tanto, la invarianza total de E. bajo el flujo del campo con parte
no lineal f, en general.

Por limite de la funcion corte, tenemos que ||Df,|| < 0 < dy para p suficientemente
pequeiio. Por lo que la unica variedad central global asociada a f, es E, (dado que tam-
bién esta definida como una perturbacion Lipschitz y sabemos que dihcas perturbaciones
invariantes son unicas).

Por tanto, tomando f := fo » Ba(0) como vecindad y ¢ extension cumpliendo que 1 :
E. +— 0 se cumple el resultado.

Para el caso general, basta hacer un proceso analogo:



44 CAPITULO 1. VARIEDADES INVARIANTES

(a) Sea ¢ € CF(E,; E}) la funcién que define la variedad central local. Entonces, existe una
vecindad del origen V' tal que se verifica la ecuacién del Lema de Caracterizacién de
Variedad Central Local:

Dy(Qme X (§+v(8)) = mX(§+ (), Ve VN E,

(b) Podemos definir la funcion de perturbacion extendida segun:

(e = ¢><£>§(§)

P
ahora bien, podemos obtener la transformacion:

U(zr): R" - R"
r— x —(mex)
la cual cumple:
i. La imagen de la variedad central es el espacio central:
U (We) = E.

ii. Existe la funcion inversa:

UL B, W
y=z—¢()="()—>y+(ry)

En efecto, basta ver que:

U(y +(rey)) =y + Y(rey) — b(me(y +P(mey)))
=y + Y(rey) — Y(mey)
=y

Es mas, lo anterior nos indica de forma inmediata que y es parte del espacio central
cuando x es parte de la variedad central local.

(c¢) Usando el cambio de coordenadas ¥ tenemos:

i(t) = X(2(t)) = X (T (y(1))) = y(t) + D@D(ch(t))i(ﬂcy)(t) = X(¥ 7 (y(1))

Aplicando 7. obtenemos:

Tey(t) = 7 X (U7 (y (1)) — meDb(mey(t)) Xe(mey(t)) = 7 X (T (y(1)) = Xe(mey(t))

De donde podemos reescribir la nueva ecuacion diferencial como:
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¥ = X(y+(rey)) — D(mey)m X (mey + P (mey))
= A(ZJ + 1/}(703/)) + f(y + 1/1(703/)) - D¢<ch>WC[A(ch + w(ﬂcy)) + f(y + w(ﬂ'cy))]
= Ay + AY(rey) + fy + ©(1ey)) — D(mey)me[Ay + AY(mey) + f(y + Y(mey))]
= Ay + AP(rey) + f(y + ¢ (mey)) — D(rey)me[Ay + f(y + ¢ (7ey))]

Lo que puede resumirse como:

y=Ay+g(y)
donde:

9(y) = Ad(mey) + f(y + P(mey)) — Dip(mey(t))me[Ay + f(y + ¢ (mey))]

Como FE, es variedad central local del nuevo campo, tenemos que existe una funcién
perturbacién y abierto (por parte anterior). Denotemos a dichos objetos como g € CF(R™)
y V, verificando que sus restricciones coincidan:

95 = 9|y

y que E. es la unica variedad central global asociada a g. Ademas, podemos hacer que
||Dg|| ea arbitrariamente pequero.

Volviendo a transformar la ecuacién diferencial asociada a g mediante W tenemos:

(1) =Y (U(x(t)) = 2(t) - wa(t»%(m)(w = AV(z(t)) + g(¥(x(1)))

= (1) = AV(e(1)) + GHL() + De(ren(t) o (o)1)

Como antes, aplicando 7.

& (t) = m X (V(x(t))) = Amex(t) + m.g(V(z(t)))
De donde podemos reescribir la nueva ecuacion diferencial como:

&= Ax + f(x)
donde:

f(x) = —AY(rex) + glx — P(mex)) + Dp(mex) [Amex + ez — Y (mex))]

Como 1 tiene soporte compacto (heredado por §),y § € CF(R"), ¢ € CFT(R"), se cumple
que cualquier expresién elemental de éstos (y de las derivadas de 1, por el soporte) cumple
estar en CF(R"). Es decir, que f € CF(R"), de donde podemos aplicar los Teoremas
anteriores.

Verificaremos ahora los resultados buscados del Teorema para V := W~1(V):
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i. Reemplazando en la expresién para z € V:

f(z) = —AY(rex) + §(x — P(mex)) + Dp(rea)[Area + meg(z — p(mex))]
—Ap(mew) + §(U(2)) + Dib(rex)[Amer + mg(¥(z))]
= —AY(mx) + g(V(2)) + Dp(rea)[ATea + meg(V(z))]
= —AY(rex) + g(y) + DY (m.x)[ATe + meg(y)]

= —Ap(mer) + A (rey) + F(VTH(y)) — D(rey)me[ Ay + F(T7(y))]
+ Dy (mex)[Amea + me[AY(ney) + f(T7H(y) — Dy (mey)me[Ay + f(T7 ()]
—Ap(mer) + Ap(mey) + () — Dp(mey)me[Ay + f(x)]
+ Dy(mew)[Amew + me[AY(mey) + f(x) — D(mey)me[Ay + f(2)]]
= —A¢(rex) + Ap(rey) + f(x) — DY(rey)mcAly + ¢ (mey)) — Dy (mey)me f ()
+ Dy(mex) Amex + Dy (mey)me f (x) + D (mew)me Dip(mey) me[Ay + f(2)]
= —AY(mer) + Ad(mey) + f(2)
+ D (mex)me Dip(mey ) me[ Ay + f ()]
—AY(mex) + Ap(me[z + ¢(mex)]) + f(2)
—AY(rex) + Ap(me[z + ¢(mex)]) + f ()
—AY(mex) + Ap(mer) + f ()
= f(z)

ii. Desarrollando la definicién de f

f@) = =Ap(rex) + §(¥(x)) + Do (mex)[Amer + 7.G(¥(2))]
= Df(z) = —ADY(r.x). + D§(¥(z)) D¥(x)
+ D*Y(mex)m [Amow + TG (¥ (2))]
+ Di(r.)[Ame + 7. DG( ¥ (x)) DY ()]
= ||Df(2)|| < [[ADY(mex)m|| + || Dg(T () DT ()|
+ ||D*¢ (o) e[ Ao + 7 (¥ ()]
+ ||D(mew)[Ame + 7 DG(¥ () DF ()]
< [|A[| - [|DY] - [|7|| + ||Dg|| - || D¥||
+ ||D*¢ (o) o[ Ao + 7 (¥ ()]
+ DY - A - [l | + |D ]| - (|| - [| D] - || D¥||
= |A[| - [|D|] - |lmel| + [|1DG]] - (1 + [Il| - [| D)
+ ||D*¢ (o) e[ Ao + 7 (¥ ()]
+ DY - A - el | + D] - el - [1DGI] - (1 + ||l | - [|Dw])
= 2||A][ - [|DY| - |||
+ ||D*¢ (o) [Amer + 7 (¥ (2))]]]
+ D3l - (1 + ||m]| - [|Dw])?

De donde obtenemos:
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IDF @) < 20lAll - (1Dl - |l
+ [ D*(rew)[Amex + 7g(¥(x))]|
+[Dgll - (L + ]| - [[1DY]])?

Sabemos que la segunda derivada es acotada por ¢ € CZ(E.; Ey,) C Oyt (E,; Ey)
(la cual se obtuvo tras derivar la forma integral de 1) 2 veces). Por lo tanto:

IDf (@)l < 2/ Al |D]| - |||
+1D*0[] - (A - (el - [l + el - g (2 (@))]1)
+11Dgll - (L [l - || Dy[])?

Recordemos que (por el T.F.C.) podemos expresar las igualdades:

/ Dy (purme du> (m.x)

7=
(/ DY([1 — Orez )d&)( o)
-

/ D1 - )0(o))ab ) (¥(2)

Luego obtenemos las siguientes cotas sobra la norma:

sup |[(mea)]| < sup|| - meal (sup ||D¢<x>||)

| <zo
< lmel| - D] - [[ol|
sup [[g(V(x))[| < [[D¥][ - [|Dgl| - [ol|

llz]|<zo

Por tanto:

IDF @) < 20|All - [|D¥]] - |l
+ID*0[] - (Al + (@ + [zl [1Dwl]) - [1D3l]) - ([l - [l
+[Dgll - (L + ]| - [|1DY]])?

Como ¢ = ¢4 tenemos que podemos controlar las derivadas segun:
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102Gl = 15( 5 ) Do) + 5085 ) Dot + 0% (%) o
< 118(5 ) ool + 15( 5 ) Dot + 510§ ) £l
= tim | D%(x)] =0

d—0

Entonces tenemos que:

< 5 & & 6
V6>0,3d0>0:[d<d0:>|]Df(m)||§6+6+6:§<5

Por tanto, podemos escoger V lo suficientemente pequefio como para que cumpla
que estd dentro de la regién delimitada por By(0)

iii. Como ) BgloinEs = of Byl0ini, > VENEMOs que para V' suficientemente pequeno se cumple

que .V C By[0].
Por tanto, se cumple la interseccién dada por WS, NV =wenvV

Como FE. es la variedad central global del campo transformado,asociado a g, se
tiene la invarianza local de ¥~1(E.) bajo f.

]

Teorema 1.46 (Orbitas completas suficientemente pequenas son parte de la variedad
central). Fziste una vecindad del origen tal que cualquier orbita completa pertenece a
la variedad central local. FEs decir, que dadas las condiciones del Teorema anterior, se
cumple que:

IV e Vrn ) Ve e Q I, =R =2 W)

Demostracion. Supongamos las condiciones del teorema anterior y que V' es acotado (si
no, puede reducirse lo suficientemente). Tenemos que, debido a la invarianza local:

Vo €V, [L Ny, (V) = R = ¢i(z) € W]
Definamos el campo asociado a f como:
X(x) := Az + f(z)
De donde tendremos que:
X, =X

\4 Vv

Por tanto se determina la curva solucién de forma tnica segin:

pxalt) = Pk (@) = () = x5, (t)
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Lo cual implica que ¢ x . (t) es curva soluciéon para X y es globalmente acotada. Debido
a que podemos controlar la cota de la derivada, podemos aplicar el Teorema de la Variedad
Central Global en su caracterizaciéon de W€ para obtener que, de igual forma que en el
Teorema de existencia de una Variedad central local, sup,cp |mh¢’ ()] < 0o nos permite
obtener que x € W, [

Corolario 1.47 (()rbitas acotadas suficientemente pequenas son parte de la variedad
central). Toda orbita acotada suficientemente pequena es parte de la variedad central
local

Demostracion. Toda orbita acotada puede completarse en el conjunto acotado, si éste
es suficientemente pequeiio, estard dentro de {2 = V. Para completar las érbitas basta
completar el campo original. ]

Teorema 1.48 (Variedades centrales locales tienen contacto dado por su suavidad).
Supongamos que f € C*(R"), para k > 1, parte no lineal, con 2 Variedades Centrales
Locales asociadas de clase C**1 denotadas por My,, My,. Entonces:

V1 < j <k, Di¢(0) = DIhs(0)

Demostracion. Sabemos que construimos la funcién v; a partir de ¢;, la cual determina
una variedad central global extendida. La variedad central global determina la funcién
como una integral a partir de A y de f] en una vecindad del origen (esto se debe a que
la integral se evaliia en 2*(7¢) las cuales estan acotadas), por lo cual ambas funciones 9;
coinciden en una vecindad del origen, con lo cual las derivadas de hasta orden k en el
origen (las cuales son posibles por la suavidad de fj y de x*, a su vez dadas por el campo)
coinciden. Por tanto, las derivadas de hasta orden k de ¢; coinciden en el origen. Como
el contacto se toma a partir de la derivada, se cumple el resultado. ]

Comentario 1.49. Podemos aplicar la reduccién de un campo a la variedad central
para poder estudiar campos parametrizados. Es decir, para poder estudiar funciones de
la forma X : A — X" (U), o lo que es lo mismo, para familias de campos vectoriales
{X)}xea.Para esto, introduciremos al pardmetro como parte de la ecuacién diferencial:

= X)(z,y,2) = X(x,y,2,\)

A=0
Con esta ecuacién diferencial, asociamos:
X :R" xR™ - R" x R™
(ZL’, Y, z, )‘) = X(% Y, =, )\) = (X)\([L', Y, Z)? 0)

. De la expresiéon anterior obtenemos que la parte central, y por tanto, el diagrama de fase,
queda determinado en su totalidad por:

2=Cz+ h(z,y,2,\)

donde C es la parte lineal central del nuevo sistema de ecuaciones diferenciales.
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. Podemos visualizar esto como sigue: Si tenemos que cada campo nos da un diagrama de
fase en un plano (para el caso de n = 2), entonces el campo extendido X que resulta
de apilar estos diagramas de fase ordenadamente a lo largo del eje paramétrico (para
m = 1) llena el espacio de vectores. Cada campo es independiente de los demés, si no,
tendriamos que las curvas solucién serian interdependientes, de donde se contradice el
hecho de que cada campo X, admite solucién por si sélo. Luego es natural tomar A= 0,
que es lo mismo que decir que los vectores no varian en la direcciéon del parametro, o que
las multiples fotos de los diagramas de fase funcionan como pilas de fotos, independientes
entre si.
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2 Variedades Invariantes Hiperbdlicas

Comentario 2.1. En el desarrollo de la existencia de la Variedad usamos la constante
B <min{|R(N)| : A € 0, Uo}. Su uso se debe a que en el texto de Tépicos de E.D.O. se
verifica que los valores de crecimiento/decaimiento quedan dominados por nimeros con
parte real menor/mayor respectivamente. Coloquemos para cada caso nimeros a,b € R,
con a < 0 < b, verificando:

a>max{R(\) <0:X€o,Uos}
b <min{R(\) >0: €0, Uo,}

Si la variedad central fue caracterizada por su crecimiento/decaimiento, es natural
preguntarse si el control sobre crecimientos y decaimientos mayores a los controlados
resultan en otras variedades invariantes y si dichas posibles variedades estan relacionadas
de alguna forma con los espacios estable/inestable

Proposicion 2.2 (Propiedades de C, C’bu). Los espacios son espacios vectoriales Banach
Definicién 2.3 (Operador de Lyapunov-Perron).

Proposicién 2.4 (Operador L-P es contraccion).

Proposiciéon 2.5 (Operador L-P es diferenciable).

Definicién 2.6 (Funciones inducidas).

Proposicién 2.7 (Continuidad de funciones inducidas).

Teorema 2.8 (Variedades invariantes de crecimiento superior). Supongamos que a,b € R
numeros reales con a < b. Sean las ecuaciones diferenciales dadas por:

&= Sz + F(x,y)
y=Uy+G(z,y)

Con S :RF — R¥ U : R — R transformaciones lineales.
Supongamos que:

. Los nimeros a,b dominan el crecimiento/decaimiento de las transformaciones lineales:

max{R(\): A €os} <a
min{R(\) : A€oy} >0b

. Las funciones F € C'Y(R* x RLRF), G € CYR* x R, RY) son la parte no lineal de la
ecuacion diferencial. Es decir:

F(0,0) =0
DF(0,0) =0
G(0,0) =0
DG(0,0) =0

y que ||F||1, ||G]|1 son suficientemente pequerias
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Entonces:

. Bxiste una tinica funcion o € C*(R* R!) satisfaciendo:

a(0)=0

Da(0) =0
sup |[Da(§)]| < oo
EERFK

cuyo grafico es una variedad invariante. Esto es, una variedad que es invariante bajo la
funcion @' en cada t € R. O lo que es lo mismo:

P (a(RY) C a(R¥) CR'

. Ademds, tenemos que, para cada A > «, hay una constante C > 0 tal que las curvas
solucion (x(t),y(t)) con condicion inicial (&, a(€)) satisfacen:

@Il + [y )] < CeXlell

O lo que es lo mismo:

YA > a3C > 0 9k (6, a(€)) || + [l (€ (€)1 < Ce[¢]]

Corolario 2.9 (Teorema de la Variedad Estable e Inestable).
Teorema 2.10 (Teorema de la Variedad Estable). Sea 0 € E C R" y X € X'(F).

Supongamos que X (0) =0 y que i~ (DX (0)) = k,i"(DX(0)) =n — k.
Luego:

3S k-variedad dif. tangente a Epx ) : Yt > 0,0%(S) €S A Vg € S, tlim o (z0) =0
—oo

Ademds,

3U k-variedad dif. tangente a Epyx ) : Yt < 0,0%(U) C U AV € U,tlim O (19) =0
——00

Definicién 2.11 (Variedad estable e inestable global). Definimos la variedad estable e
inestable globales en 0 (el origen) como:

w2 (0) = J &k (9)

t<0

w(0) = ¢k (U)

t>0
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2.1 Computaciéon de Variedades Invariantes

Lema 2.12 (Ecuacién Integral).

Definicién 2.13.

Lema 2.14 (Gréfico Local de la variedad Estable).
Lema 2.15 (Espacio Estable y Variedad Estable).

Teorema 2.16 (Teorema de la superficie estable).
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