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Capitulo 1

Deformaciones Versales

1 Clasificacion de Campos Parametrizados

La mayoria de demostraciones dadas en la siguiente seccién estan en el texto de chow1994normal.
La visualizaciéon y la intuicion detras de la decisién de clasificar los porblemas de bifur-
cacion puede hallarse como esbozo en el texto de golubitsky1985singularities

Definicién 1.1 (Deformacion). Sea Ay € R™™ una matriz fija. Si la funcion A : A C
RF — R™ " es C! y A(0) = Ay entonces se dice que es una deformacién de A,

Definicién 1.2 (Deformacién Inducida). Sean A : A C R¥ — R B: A C Rl — R™"
deformaciones de Aj.

Si existe una deformacién C' : A € A — R™" de la identidad Id y un mapeo
¢ : A — A de clase C! verificando:

1. B(p) = C(n)A(p(1))(C(p)) Vp € A
2. $(0) =0

Entonces decimos que B estd inducida de A mediante (C, ¢)

Comentario 1.3. El proceso es formar caminos de matrices empezando ambos de Ag
de forma que cada matriz del camino sea conjugada con respecto de la otra. Notar que
para la definiciéon de deformacion inducida sélo requerimos que lo sea en algin conjunto
abierto conteniendo al origen A

Proposicién 1.4 (Cambio de coord. inducido). Sean X : A — X"(M),Y : A — X"(N)
campos vectoriales parametrizados y ¢ : A — A de clase C' verificando ¢(0) = 0.

Si hubiera un cambio de coordenadas parametrizado suave & : A — Diff' (M, N)
verificando:

1. D& —=1d
€

2. Xy 7 Yo

entonces B(p) == Ax, es deformacion inducida de A(N) := Ay, . por C(u) := DE,(0)

Yo A
Ademas, Xy =Y
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Demostracion. Sea el cambio de coordenadas parametrizado z = £,(y) suave (difeomor-

fismo) verificando D¢, =1d y X, A Yo
Se cumple:

i=v+Ax,x+ f(z) =y = (DE(x) v+ Ay, ¥ + 9(y)

donde Ay, = (DE,(0))*Ax, DE,(0).
Se tiene que:

Ax, = DE,(0) Ay, (DE(0)~"

Ademés, qb(O) =0= AYO = Ay¢(0) = (D&)(O))_lAXOD&)(O) = AYO == AXO por
D& (0) =0

De donde se sigue el resultado. O

Corolario 1.5 (Cambio de coord. inducido). Sean X : A — X"(M),Y : A — X"(N)
campos vectoriales parametrizados y ¢ : A — A difeomorfismo de clase C' verificando
6(0) = 0.

Si hubiera un cambio de coordenadas suave &, verificando:
£
2. Xy Yo

entonces Ax, es deformacion inducida de Ay, por DE,(0) y ¢ : p— A
Ademds, Xy =Yy

Comentario 1.6. Si tenemos el cambio de coordenadas dado por § = Id y &, cambio
de coordenadas parametrizado suave, se tiene que la parte lineal es deformacién inducida
del otro.

Si hay equivalencia topoldgica entre campos y el homeomorfismo A fuera suave, en-
tonces éste valdria como cambio de coordenadas entre las deformaciones de campos.

Si las partes lineales de campos (tras los re-escalamientos temporales) no son defor-
maciones inducidas, entonces no pueden ser equivalencias topologicas de homeomorfismo
h suave.

En otras palabras, las deformaciones inducidas nos dan particiones del espacio de
campos, los cuales podemos estudiar para ver cudles casos pueden ser topoldgicamente
equivalentes con homeomorfismo suave.

Definicién 1.7 (Condiciones Equivalencia Paramétrica). Sea X : A — X7 (M), Y : A —
X*(M) campos vectoriales parametrizados. Decimos que ¢ : A € A — ¢(A) C A
difeomorfismo de clase C' y € : A — Diff'(M) cumplen las condiciones D(X,Y) de
equivalencia paramétrica para X : A — X" (M),Y : A — X" (M) campos parametrizados
si:

1. ¢(0)=0

u
3. X,/ Y¢(u)
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Si ¢, & satisfacen las condiciones D(X,Y’), denotaremos esta proposicion por ¢,

D(X,Y)

Comentario 1.8. 1. Cumplir las condiciones de equivalencia paramétrica implica que
ambos campos sean “deformaciones” de un campo original X, = Yy = Yo, los
cuales son parametrizados por p y A, de forma que haya una funcién diferenciable
¢ : u — A la cual nos permita expresar los parametros de la segunda deformacion
Y, en la forma X ,.

2. Podemos ver, por ejemplo, el campo Yy parametrizado por A € R?, Si las funciones
¢:p—= A= (,0)y &, verifican condiciones de equivalencia paramétrica, entonces
se puede ver que X, camino de campos deforma el campo X y Yy(,,) también es un
camino de campos, el cual es "inducido” del "plano” de campos A, verificandose que
Xy =top.conj. Yo(u) €n cada punto del camino p. Es decir, que a lo largo de la curva
de deformaciones del campo original, en cada punto p hay conjugacion topolédgica.

3. Podemos notar ademés, que el difeomorfismo ¢ lo es sélo sobre su imagen.

Definicién 1.9 (Relacién Equivalencia Paramétrica). Definimos sobre el conjunto de
campos parametrizados | J, oy C*(R™; X7(M)) la relacién equivalencia paramétrica dada
por:

X ~ppY <= |3((¢: A <A @A) CA)eDiff' ¢ : A C A — Diff (M) F D(X,,,Yy)

V(¢ : A < A —p(A) C A) € Diff', - A € A — Diff' (M)) F D(Y3, X,,)

donde X : A CR" — X" (M),Y : A CR™ — X"(M) y A, A son superficies de A y
de A respectivamente.

Comentario 1.10. 1. Usamos R"”,R™ de manera referencial. En realidad cualquier
variedad de los espacios de parametros seria suficiente. En tal caso, tomamos

Uaea CH(Ay; X7(M)) donde {Ay}aca

Ademéds, la tltima parte sobre la necesidad de alguno de A, A siendo superficie
queda reducida a subvariedad.

2. La pérdida de la relacion de equivalencia viene dada por tomar algiin subconjunto y
no todo el conjunto. Debido a esto, impusimos la condiciéon de que los subconjuntos
sean subvariedades. Nos resulta dificil, por no decir imposible, escapar del lenguaje
de la variedad debido a que buscamos que sean iguales en un conjunto no trivial.

Si fuera en cualquier subconjunto, todos los campos parametrizados que deformen
un campo X, y Y, verificando X, = ¥, son topolégicamente equivalentes, de donde
tendriamos que basta tomar alguno de los ejemplos anteriores donde hay bifurcacion
transcritica para ver que esto no es util a la clasificacion.

Si fuera sobre conjuntos abiertos, perderiamos la clasificacion de deformaciones
de acuerdo a su cantidad de parametros y no podriamos utilizar la cantidad de
parametros para buscar representantes tutiles.
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Si fuera sobre subespacios perdemos la topologia de los espacios de parametros y nos
forzamos a trabajar sobre R™. En este caso, pese a ser el mas computacionalmente
favorable, atin asi tenemos problemas para tratar ejemplos donde utilicemos curvas.

Es por esto que nos forzamos a utilizar la nocién de variedad o superficie, aunque
no haremos demostraciones muy graves sobre ellas, sino que nos centraremos en el
apartado geométrico para tratar los Teoremas basicos.

Proposicién 1.11 (~g p esrelacion de equivalencia). La relacion de equivalencia paramétrica
es relacion de equivalencia.

Demostracion. 1. (Reflexividad) Dada por tomar la conjugacién topolégica £, = Id, ¢ =

Id

2. (Simetria) Dada por la simetria del operador légico V y por las condiciones siendo
analogas.

3. (Transitividad) Supongamos que se dan X ~gp Y)Y ~gp Z.Entonces hay 2
cambios de coordenadas y dos cambios de pardametros §ff’y, }\/’Z, o1, 2. Tenemos
dos casos:

(a) Mismo sentido, es decir:

X,y fy,z

€ s
X, = Y. Y AN Zgs(N)

Esto puede escribirse de la forma:

j - (Dg,i”(m) XU (W) = Yoo ()

z= (D&i‘z(z))_lw VA2)) = Zon (2)

Para esta situacion, basta tomar la composicion dada por las composiciones
XY Y,Z
’ (@) (@] N
§07 08y Y P20 0

XY .Y,Z
3 Ofm(u)

XM ¢p20p1 (1)

En efecto:
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t=X,=D <f,i(’y ° fZ{(Z#)(Z)) = Dfi’y(gé(zu)(z))Df;fl’(ZM)(z),é’ = Xu(ff’y ° 52@)(2»

-1
=D (202 = (DEV €)X (£,6))
:>D§};f“)(z),é = Yo, (0 (gfb/ju)(z))
~1
~i= (PEE) Y€

=2 = Zpy(1(w)(2)
=z = Z¢20¢1(M)(2)

(b) Sentido contrario, es decir:

X,Y
&’

§Z,Y
A
Xy = Yo Zx = Yoo

Como ¢, difeomorfismo, se cumple que ¢, : ¢2(A) — A.

Se puede tomar el orden inverso en el segundo cambio de coordenadas:

GEARE
YT] A'—) Z¢2_1(77)

En efecto:

j - (Dsfﬂy)) Za(E2Y (4)) = Yoo )

Luego por el T. de la Funcién Inversa:

D) (gf%y)) Za(E2Y (9)) = Yo (v)
e D(E Y () s gy () = Yo ((@”)*(@)

= 2= Zron® = (DED) Yo (€79)

Lo que se cumple para n = ¢2(A). Esto es dado para una superficie del espacio
de parametros por imagen de superficie siendo superficie.

De donde se reduce al caso anterior.

]

Definicién 1.12 (Relacion Equivalencia Topolégica Paramétrica). Se define sobre el
conjunto de campos parametrizados la relaciéon de equivalencia topoldgica paramétrica:

X~grp Y <— (X ~E.p Y) V ([A = A] VAN [V/L € A’XM =top YM])
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Proposicién 1.13 (Relacion E.T.P.). La relacion de equivalencia topoldgica paramétrica
es relacion de equivalencia.

Demostracion. Inmediata por ser uniéon de relacion de equivalencias. O

Visualizacién 1.14. Supongamos que tenemos una bifurcacion g es decir, que dado el
campo parametrizado X : A — X"(M), se tiene que

YV € Viara) (o), 3p €V 1 Xo 1= X (o) Fop X (1)

Sabemos que:

VY ~E.P. X7 Yd)(u) =top.conj. XH\V/,LL € A
= VZ ~prp X, Z, reparam. temporal de Yy(,) =op.conj. W, reparam. temporal deX,Vu € A

De donde:

Z ~ET.P X =VVe V(A,TA)(:UO)a Elﬂ eV ZO =top XD 7_étop X(,u) =top Z(H)

Es decir, todos los miembros de la clase de equivalencia de un campo parametrizado
que atraviesa una bifurcacién también atraviesan bifurcaciones.

Luego para buscar bifurcaciones sélo debemos buscar en cada clase de equivalencia
algunas bifurcaciones canénicas que nos den mas informacion.

Como cada clase ademas comparte el hecho de que la parte lineal es una deformacién
inducida de algin otro miembro, se cumple que si dos campos no tienen la propiedad de
ser deformacion inducida, entonces no estan en la misma caja, luego las bifurcaciones que
atraviesan son diferentes. Es decir, hemos creado una clasificacion dentro del espacio de
campos parametrizados en la que sélo basta con encontrar un campo paramétrico que
deforme a uno estructuralmente inestable mas sencillo para entender a sus semejantes.

Daremos un criterio adicional para discriminar deformaciones inducidas las cuales
hemos representado en el diagrama como las cajas a;;

Proposiciéon 1.15 (Deformacién inducida y monomios resonantes). Dos campos cuya
parte lineal estd relacionada por una deformacion inducida comparten monomios reso-
nantes.

Demostracion. Sea &,y = C(p)y:

Si tomamos otro campo:

2= A(o()z +9(2)

tenemos que sus A—formas normales quedan determinadas a partir de la descomposi-
cién de fy g en Ker(LY).
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Luego los campos tienen la forma:

p=App)z+ Y. o) (2)

(v, j)eAXT

donde (g) serén los coeficientes de los campos dependientes de la parte no lineal. [J

Definicién 1.16 (Deformacién Versal de matrices). Una deformacién A(X) de Ag se
llama una deformacion versal si toda deformaciéon puede inducirse de ésta.
Se dice que una deformacion versal es miniversal si la dimensién de su espacio de

pardmetros es el minimo posible de entre las deformaciones de Ay (garantizado por buen
orden de N)

Definicién 1.17 (Deformacién versal lineal). Una deformacion versal lineal de un campo
X,.(z) es una deformacién versal de su parte lineal A, = A(u)

Definicién 1.18 (Relacién Parte Lineal). Decimos que dos funciones, (¢ : A € A —
A) e C'¢: A C A — Diff' (M)) satisfacen la condicién E(X,Y) si Ax, deformacion
inducida de Ay, mediante ¢, D¢,

Definimos sobre el conjunto de campos parametrizados | J
parte lineal dada por:

CHR™; X"(M)), larelacion

neN

X ~pr Y <= [3((p:ACA— A eDiff',¢: AC A= Diff (M) F E(X,Y)
V(¢ : A C A — A) e Diff', 5 : A C A — Diff'(M)) - E(Y, X)

Proposicién 1.19 (Relacién P.L. es de equivalencia). La relacion parte lineal es relacion
de equivalencia

Demostracion. 1. (Reflexiva) Inmediato bajo deformacién trivial y reparametrizacion

trivial {, = Id, ¢ = 1d
2. (Simétrica) Inmediato por simetria del operador légico V disyuncién

3. (Transitiva) Inmediato, basta tomar el valor los casos dados por las conjugaciones
y un orden dado como en la demostracion de ~g p,

(a) En orden directo: Basta componer las deformaciones lineales.

(b) En orden inverso: Basta tomar la reciproca de la deformacién lineal para
aplicar el item anterior.

]

Proposiciéon 1.20 (~pp<~prp<~pr). Las relaciones de equivalencia estin con-
tenidas en el orden equivalencia paramétrica, equivalencia topoldgica paramétrica y parte
lineal. FEs decir, si dos campos parametrizados estan relacionados por equivalencia
paramétrica, entonces estan relacionados por equivalencia topologica paramétrica, y Si
estan relacionados por equivalencia topologica paramétrica, entonces lo estdn por su parte
lineal.
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Demostracion. La primera parte esta dada de forma inmediata. Para ver que la equiva-
lencia topologica paramétrica implica la relacion parte lineal, basta tomar el hecho de que
si dos campos son topoldgicamente equivalentes, en el sentido dado por ~g 7 p, entonces
lo inico que se modifica es la reparametrizacion temporal. En ese caso basta tomar que
la parte lineal no se ve afectada por la reparametrizacion temporal al ser el mismo campo,
con unica diferencia dada por el flujo. ]

Comentario 1.21 (Estudio de las deformaciones versales). Por proposicién anterior,
tenemos que las cajas que determinan la particién de los campos que cumplen que tienen
la misma deformacién de la parte lineal separan a los campos que tengan problemas de
bifurcaciéon distintos.

Problemas de Bifurcacién

: __ Def. Lineal de A __ Def. Linealde B 3
(a)(=d] | G|
s (o) (0 i
Prob. de Bif. 2 Prob. de Bif. B
(o) (o) (o (e ) i
" Prob. do Bif. 3 " Prob. de Bif. C

En efecto, si hay un problema de bifurcacién, este estard en una caja ~g 7 p, pero
estas cajas estan contenidas en cajas de ~p, .

Por tanto, cada deformacién versal de una matriz nos da un representante candnico
de la caja en ~p, .

Luego las deformaciones versales lineales de un campo determinan la caja de ~p . en
la que estan las deformaciones del campo que atraviesan bifurcacién. Notar que con esto
no decimos que las bifurcaciones se clasifiquen de este modo, en una misma caja de ~p,.
pueden convivir multiples familias de bifurcaciones distintas. Pero si, si no estan en la
misma caja de ~p ., entonces tampoco estan en la misma caja de ~grp.

Estudiaremos primero como ocurren las bifurcaciones de sistemas lineales de la forma:s:

jf:A()I

Es inmediato ver que una deformacion versal lineal es también una deformacién ver-
sal de la matriz Ay. Siempre tomaremos una deformacién miniversal para utilizar la
menor cantidad de parametros en el espacio de parametros. Por tanto, obtendremos las
deformaciones miniversales de la forma:

&= A(p)z
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Una vez con esta deformacion miniversal, ella serd el representante dentro de la caja
en ~pr..

Dentro de esta caja, utilizaremos la identificacién de las deformaciones de campos no
lineales verificando:

&= Az + f(z)

A partir de esta identificacién, obtendremos un modelo para obtener algunos repre-
sentantes de las cajas ~g 1 p utilizando los monomios resonantes de la parte no lineal.

Los posibles monomios a estudiar quedan determinados por los monomios de res-
onancia, por tanto, estudiaremos cudl es la A(u)—forma normal. Recordemos que si
ningin monomio de hasta un grado aparece en la expansion de Taylor original, esto

es, que xiQet, nget, . ,x{;j e; tengan coeficiente 0 en la expansion de Taylor para todo
t € {1,...,n} vy z2le;, tenga coeficiente # 0 para algin multi-indice a y algtn t, €
{1,...,n}, entonces la A(u)—forma normal s6lo cuenta con monomios de grado mayor

(Esto, debido a que en la demostracién de la A—forma normal usamos la descomposicion
en subespacios complementarios del espacio de polinomios homogéneos de un grado, el
vector nulo tiene la misma escritura como suma de nulos, luego sélo admite esa repre-
sentacién).

De donde empezaremos con un monomio de grado a lo menos 7, con la expresion:

i=A(u)r+2 +...

A partir de esto, estudiaremos formas normales de la ecuacién a partir de cambios de
coordenadas, las cuales simplifiquen lo més posible todo el comportamiento geométrico.
Con esta clasificaciéon inicial hemos logrado:

1. Determinar los problemas de clasificacién de bifurcaciones de sistemas lineales como
problemas de obtencién de deformaciones miniversales

2. Determinar los problemas de obtenciéon de bifurcaciones de sistemas no lineales
(y clasificacién inicial de éstos) como problemas de obtencién de deformaciones
miniversales y el posterior andlisis de formas normales de cada caso posible de
acuerdo a sus monomios de resonancia y a la obtencion de éstos segin su parte no
lineal.

En nuestro caso, como trabajamos en R?, la cantidad de deformaciones miniversales
sera menor a la totalidad de posibilidades. Sin embargo, serd suficiente para clasificar las
principales bifurcaciones que se presentan en este espacio.

Comentario 1.22 (Estudio de puntos de equilibrio no hiperbdlicos). Recapitulando:

1. Nuestro principal caso de inestabilidad estructural era el considerar puntos de equi-
librio no hiperbdlicos, por el Teorema de Peixoto.

2. Si el punto de equilibrio xg es no hiperbélico para el campo X, elegimos los campos
que deformen la parte lineal Ax, mediante deformaciéon miniversal.

3. Debido a que la matriz estd en R?*? se obtienen los autovalores a(u) £ 8(u)i

4. Por ser punto de equilibrio, el campo original tiene a lo menos la forma & = Agz +

f(z).
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5. Por ser no hiperbdlico, al menos uno de los autovalores en el origen tiene la parte

real nula, es decir «(0) =0

. Luego la deformacién A(p) induce a los autovalores parametrizados por u € R

o = (p1,p2) € R% En ambos casos hay una cantidad finita de posibilidades
que pueden experimentar los autovalores. Entender esta nueva clasificaciéon nos
permitira entender mejor qué sucede a nivel estructural.

Visualizaciéon 1.23. Para lograr esto tltimo, usaremos el siguiente diagrama:

3 C
R=0,3>0
R<0,3>0 R>035>0
R
R<0,3=0 R=0/{F=0 R>0,3=0
R<0,3<0 "R>0,3<0
R=0,3<0

1. Recordemos que para campos no hiperbdlicos, por el Teorema de la Variedad Cen-

tral, basta considerar la conjugacion topolégica dada con la parte hiperbdlica y con
la parte no hiperbdlica.

. Como nuestro estudio se centra en campos bidimensionales, podemos considerar

unicamente dos autovalores (De hecho, es por esto que elegimos este tema). Por
autovalores conjugados, el movimiento del primero es simétrico al movimiento del
segundo, en el caso de tomar p € R:

S C

2
@

[

I+

. Si un autovalor es complejo, por ser el campo real y por polinomio caracteristico

solo admitiendo raices conjugadas se tiene que ambos autovalores son conjugados,
luego el recorrido de los autovalores tiene que darse de forma simétrica. Por tanto,
podemos estudiar campos cuya parte lineal tiene autovalores que atraviesan el eje
Q. La deformacién miniversal en este caso estd dada por matrices hiperbédlicas en
ambos lados, y una matriz no hiperbdlica en el medio del eje.

4. Sean ambos autovalores reales, entonces tenemos dos casos:
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S C S C

g | g

R N g R

2
@

(a) Uno sdlo de los autovalores nulo, es decir, la parte no hiperbélica es unidi-
mensional. Luego el autovalor que importa es el de la parte lineal dada por
a: R — R. En este caso, podemos estudiar campos cuya parte lineal atraviesa
el origen por el eje R y la deformaciéon miniversal debe explicar este compor-
tamiento con matrices hiperbdlicas en ambos lados de «(p) y una matriz no
hiperbodlica con un autovalor nulo en el origen.

—_—
Y R
0
Podemos también tomar una curva que llega al origen y regresa, de la siguiente
forma:
1
—_—
Y R
0
2
%

(b) Ambos autovalores nulos, luego la parte no hiperbdlica es todo el campo.
Ademas, el movimiento de ambos autovalores puede darse en cualquier di-
reccion (de un eje al cuadrante, entre cuadrantes, entre ejes), por lo que re-
queriremos técnicas mas complejas para el estudio de bifurcaciones de doble
autovalor nulo.

.3 C s C g C
Y2
R R 7 / R
5. Considerando los pardmetros p = (u,p2) € R? tenemos que, para A conexo

(por ejemplo, algin bloque cerrado conteniendo al origen), como A continua en A,
entonces a(+) & (+)i continua en yu, entonces (a(-), (+))(A) es conexo en R* = C,
de donde se sigue que tendremos localmente un conjunto conexo, y por propiedad
de espacios euclideos, resulta en un espacio conexo por caminos, luego podemos
conectar dos campos por una curva. Cada curva posible correspondiente a uno de
los casos anteriores.

6. Una vez terminado de forma suficientemente satisfactoria el estudio de estos casos,
daremos por concluido el capitulo.
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Comentario 1.24. Procederemos con nuestro plan caracterizando las deformaciones
miniversales.

Introduciremos definiciones preliminares de algebra y grupos de Lie que no usaremos
hasta mas adelante.

2 Deformacion Versal Lineal

Definicion 2.1 (Grupos de Lie). El grupo de matrices lineales invertibles en R™*" de-
notado por GL(n,R) es un grupo de Lie (subvariedad cerrada cuyos elementos actian
cOmo un grupo, con operaciones suaves).

Definimos gl(n,R) el dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie con operacién corchete
de Lie asociada:

[u,v] = wv — vu

para u,v € gl(n,R).
Definimos la acciéon de grupo:

a:GL(n,R) x gl(n,R) — gl(n,R)
(9.u) — gug™

Definicién 2.2 (Orbita de una matriz). Se define la 6rbita de una matriz como:

a(GL(n,R), Ay) == {a(g, Ag) = gAsg™ " : g € GL(n,R)}

Proposicion 2.3 (T4, (a(GL(n,R), Ag)) = La,(gl(n;R))). El plano tangente a la orbita
de una matriz Ay en la matriz Ay es la imagen del operador adjunto L 4,

Demostracion. Seau € gl(n,R), para |u| suficientemente pequenio tenemos que la derivada
de la transformaciéon «a(-, Ag) viene dada por:

a(Id 4u, Ag) = (Id +u) Ag(Id +u) "
= (Id +u) Ap(Id —u + O(|ul))
= Ao +udy — Apu — a(u, Ag) + O(Jul)
= a(Id, Ag) + L, + O(Jul)

De donde Dya(Id, Ag) = La, : gl(n;R) — gl(n;R), peroasuvez Dia(Id, Ag)GL(n,R) =
Ty, (a(GL(n,R), Ap)), lo cual resulta en que las imagenes de ambas transformaciones lin-
eales son idénticas. Luego se sigue el resultado. ]

Definicién 2.4 (Centralizador). Definimos el centralizador Z,, de una matriz como el
nucleo de la adjunta.

Corolario 2.5 (codim(a(GL(n,R), Ay)) = dim Z4,). La codimension de la drbita de la
matriz es la dimension del centralizador de la matriz
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Demostracion. Basta aprovechar la dimension de los espacios vectoriales ya conocidos:

dim(gl(n,R)) = dimIm(L4,) + dim Ker(L4,)
=dim Ty, (a(GL(n,R), Ag)) + dim Z4,
=dima(GL(n,R), Ag) + dim Z 4,
= codim a(GL(n,R), Ag) = dim Z4,
O

Corolario 2.6 (V My Z4, = Ta,a(GL(n,R), Ay) = La,(T1aV)). Si V < GL(n;R) es
subvariedad transversal a Z4, en la identidad 1d, entonces el plano tangente a la orbita
de una matriz en la matriz Ta,a(GL(n,R), Ag) es la imagen bajo la adjunta de la matriz
del plano tangente de la subvariedad en la identidad L a,(T1aV').

Demostracion. Por la transversalidad de V:

TV + TiaZa, = gl(n;R) = VA € gl(n;R)3IB € T4V, C € TiqyZa, : A= B+ C
= L4, A =1[A, Ag) =B, Ag] + [C, Ao
= La,A =B, A
= La,(T1aV) = La,(gl(n;R)) = Thya(GL(n,R), Ap)

]

Lema 2.7 (Lema de caracterizacién). Sea (A A — gl(n;R)) € C' donde A €
Ve )(0) y V < GL(n;R) subvariedad verificando:

1. A: A= GL(n;R) es transversal a a(GL(n,R), Ag) en A =0
2. 1deV

3.V M Zag

4. codim(a(GL(n,R), Ag)) =k y dimV = dim o(GL(n,R), Ap)

Entonces el mapeo de conjugacion sobre V' con actiando sobre A(A) dado por:

OV xA—gl(n;R)
(v, A) = a(v, AN)) =v-A\) - v ?

es un difeomorfismo local en una vecindad de (Id,0) € V- x A

Demostracion. Calculamos explicitamente las derivadas parciales del operador ®:

D1®(1d, 0) = Dyo(Id, Ag) = L,
D,®(1d, 0) = DA(0)

De donde podemos escribir:
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Como A thy a(GL(n,R), Ap):

gl(n,R) = DA(0)ToA + Ty (a(GL(n,R), Ap))
= DA(0)ToA + La,(TraV)
= D@(T()A X ﬂdV)

De donde D® : TyA x T1gV — gl(n,R) es sobreyectivo y como:

dim gl(n,R) =n? = dim A x V = dim TyA x TqV
Tenemos que es isomorfismo, de donde es biyectivo, por tanto inyectivo y en particular

se aplica el Teorema de la Funcién Inversa. ]

Teorema 2.8 (Caracterizacién de la Deformacién Versal). Una deformacion A : A —
GL(n;R) de una matriz Ay es versal si sélo si A : N — GL(n;R) es transversal a la
orbita a(GL(n,R), Ag) < gl(n;R) en A =0

Demostracion. Sea A € U € Vigr 5, )(0).

1. (=) Supongamos que A()) sea deformacion versal. Asumiendo cualquier deforma-
cion B(u), tenemos que es inducida segun:

Derivando con respecto de la variable paramétrica:

DB(0) —DC( JA(6(0)(C(0))™"
c(0)DA (ez5(0>>Dez5(0>(C<0))‘1
C(0)A(6(0)D(C(
:DC( )Ao + DA(0)D
=DC(0)A + DA(0)
=DC/(0)Ap + DA(0)
=L4,DC(0) + A(O)ng()

Como DB(0) es arbitrario por B(u) arbitrario se tiene que:

VM € gl(n;R), B(p) = pdo + (1 — p)(Ao + M)
= M = L,,DC(0) + DA(0)D(0)
= Al Mo Lay(gl(n; R))
= A thg Ta,(a(GL(n;R), Ap))
= A thg a(GL(n;R), Ay)
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2. («) Para la reciproca, sabemos que si A My a(GL(n;R), Ag), entonces podemos
aplicar el Lema anterior usando V subvariedad que satisfaga las condiciones 2, 3, 4
del Lema y para a(GL(n;R), Ag) que cumpla la condicién de codimensién.

(a) Por definicion de transversalidad DA(0)(ToA)+Ta,a(GL(n; R), Ag) = gl(n; R).
De donde tenemos:

k =dimA
= dim Ty A
> dim DA(0)(ToA)
= codim Ty, a(GL(n; R), Ap)
= codim a(GL(n; R), Ap)

(b) Supongamos k = codim a(GL(n;R), Ap):

i.

1i.

Sea V subvariedad de GL(n,R) (garantizamos su existencia construyendo
a partir de Id y tomando curvas transversales a Z4, ) y ® como en el Lema.

Para cualquier deformacién B : A C R — R™ " arbitraria de Ay, deno-
tamos:

~H(B(1) = (v M)

De donde podemos escribir v, = C(p) y A\, = ¢(n) deformacién de la
identidad y mapeo entre pardmetros.

A. Ambos de clase C*! por ser componentes de la funcién ®!o B la cual
es de clase C1.

B. La funcién estd definida para u € B,,(0) C R! con ry lo suficiente-
mente pequeno como para que B(B,,(0)) € ®(Una)) vy By, (0) C A,
con Uqy) dado por la aplicacion del Teorema de la Funcién Inversa
del Lema

C. Aprovechando la notacién, tenemos que B es deformacién inducida

de A mediante ¢

(c) Supongamos que k > codim a(GL(n;R), Ag) =: d

i.

1i.

1i.

Tomemos el nuevo espacio de pardmetros R%. En este caso, tenemos que
C*(R% R*) determinan deformaciones de la forma A : A C RF — R™"

segtin A(¢(p)) = A(A).

Con esto, las deformaciones dadas por A(¢(u)) son deformaciones induci-

das de A(\) mediante ¢.

Como A()\) cumple transversalidad, también existe algin ¢ que haga que
A(p) = A(p(p)) cumpla transversalidad. En efecto, la cadena de igual-
dades:
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d = codim a(GL(n; R), Ap)
= dim DA(0)ToA
= dim DA(0)D¢(0)THA
= dim DA(0)T,A

se cumple para D¢(0) inyectivo.
iv. Luego tenemos que podemos construir la deformacion A que cumpla el
caso anterior, por tanto, es deformacion versal de Ag.

v. Como A es deformacién versal, toda deformacién de A es inducida de A,
la cual es inducida de A. De donde toda deformacion es inducida por A.

]

Comentario 2.9. Podemos considerar el célculo de las deformaciones versales a una
matriz como el calculo de las deformaciones transversales a una érbita y por tanto a su
plano tangente. Como ser transversal al espacio tangente es lo mismo que ser transversal
a la imagen de la adjunta, nos bastara calcular la adjunta en coordenadas dadas por
gl(n; R) como espacio vectorial. Luego podremos calcular cuales curvas son transversales
a estos espacios para finalmente obtenerlas en su expresion como matrices y por tanto
como deformaciones. Todo este trabajo es desarrollado de forma algoritmica en el texto
de chow1994normal

Corolario 2.10 (Cantidad de pardmetros de Deformacién Miniversal). La cantidad de
pardmetros de una deformacion miniversal estd dada por la codimension de la orbita de
Ap.

Demostracion. Si hay k parametros y la codimension es d, podemos encontrar una de-
formacion versal con una menor cantidad de parametros como en la tultima parte del
Teorema. ]

Comentario 2.11. Por esto, en la literatura se suele decir que la "codimensién” de una
bifurcacién es la cantidad de parametros del campo

Una generalizacion estd dada para campos arbitrarios haciendo uso del plano tan-
gente no restringido y de gérmenes de mapeos, obteniéndose la cantidad de paramet-
ros como la codimensién del plano tengente no restringido y se puede encontrar en
golubitsky1985singularities

Ejemplo 2.12. Se tienen los siguientes ejemplos de deformaciones versales lineales:

1. Si el campo es unidimensional es inmediato que la tnica deformacion versal lineal
de campos no hiperbdlicos es dada por A(\) = ), |A|, A\? o cualquier funcién real de
variable real con A(0) =0

2. Si el campo es bidimenisional y no hiperbdlico, los campos no hiperbdlicos son
los dados por autovalor real y autovalor nulo, autovalores complejos y autovalores
nulos. Tenemos los casos demostrados en el capitulo 2 de Chow. Usaremos estas
deformaciones en la siguiente subseccion y las asumiremos como validas.
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Definicion 2.13. Una familia local (X;xg,€g) es el germen del campo X considerado
como mapeo del producto cartesiano de parametros con espacio de fase en el punto
(20, €0)-

Dos familias locales son equivalentes si existe un germen de un mapeo continuo y =
h(z,€) en el punto (xg,€) tal que para todo e, el representante del germen A(-,€) es un
homeomorfismo que hace (X; xo, €0) =top (Y3 0, €0)

Una familia local (X;zo, €y) se dice una deformacion versal del germen X (-, ¢y) en el
punto xy si toda otra familia local conteniendo el mismo germen es equivalente a una
familia local inducida de (X; o, €)

Definicién 2.14. Una deformacion versal de X (-, €y) campo estructuralmente inestable
con cantidad minimal de pardmetros m (cualquier familia local de menos parametros no
es deformacién versal) se dice una bifurcacién de codimensién m.

Un campo estructuralmente inestable cuya deformacion versal no tenga codimension
finita se dice con codimension infinita (toda familia local con cantidad finita de pardmetros
no es deformacion versal de X (-, ¢p) )

Comentario 2.15. Consideraremos que un problema de bifurcacién (campo parametrizado)
tiene codimension m si la cantidad minimal de parametros que capture la estructura de
nuestro interés es m.

3 Deformacion Versal de Gérmenes Polinomiales
4 Sobre el Problema de Reconocimiento

5 Ejemplos de Deformaciones de Campos

Sea X, el campo parametrizado con punto de equilibrio en el origen dado por una defor-
macion versal lineal del campo:

Xo(z) = Aoz + f(2)

Es decir, se tiene:
Xu(x) = A(p)z + f(x)
Donde A(u) deformacion versal de la matriz A,.

Ejemplo 5.1. Considerando campos unidimensionales X : R x A — R, se tienen las
siguientes formas normales:

1. Para caso Ag = 0 € R, una Ay—forma normal de la ecuacion diferencial asociada
al campo original de hasta orden 2 es:

donde a # 0.

Podemos efectuar el cambio de variables z = —%y para obtener:
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1. 1 .
—y=a5y*=9=—y
a a

Utilizando la deformacién miniversal de la matriz Ay dada por A(e) = ¢, se tiene:

j=ey—y
Este campo es una A(\)—forma normal de las deformaciones versales lineales de
campos unidimensionales con origen punto de equilibrio no hiperbdlico.

Es decir, es uno de los tantos representantes ~g p dentro de la caja ~p, v a su
vez es representante de la caja ~p .

. Desarrollando a partir de la forma normal anterior, tenemos que:

2
5 € €

S B R Y
J=ey -y =g (y 2)

Podemos efectuar el cambio de variables y = z + § para obtener:

Utilizando la biyeccion de A — —%:

i=A—221<0

es campo parametrizado A > 0 topologicamente equivalente al campo original.
Analogamente para A < 0, vemos que si el cambio de variables inicial fuera dado
por x = %y, tendriamos la ecuaciéon de la forma

2

€ 2

Z:—Z—Z

de donde podemos obtener campo parametrizado para A < 0.

Entonces:

i=\— 22

es campo topologicamente equivalente al campo dado por la deformacién versal
A(X) = A del campo con parte lineal Ay = 0.

Este campo es una forma normal de las deformaciones versales lineales de campos
uni-dimensionales con el origen un punto de equilibrio no hiperbélico.

. Supongamos que la parte lineal del campo es A(0) = 0 € R y la ecuacion tiene

Zo-simetria.

Por Teorema sobre formas normales con simetria, una A(0)—forma normal del
campo es dada por los monomios que tengan Z,-simetria, es decir, por los monomios
de grado impar. De donde o la parte lineal aparece en la representacion, o el menor
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grado posible de coeficientes no nulos de la A(0) forma normal esta dada por el
grado 3.

Asumamos que tengamos orden ctibico dado:

T = ax

Por argumento anélogo con cambio de variables x = £ sgn(a)ﬁy y utilizando la

deformacién versal de la parte lineal dada por A(e) = e:

i =er+a®

Luego es una forma normal de las deformaciones versales lineales de campos unidi-
mensionales con Zs,—simetria y con el origen punto de equilibrio no hiperbélico.

Comentario 5.2. Veremos luego que el primer ejemplo tiene un comportamiento distinto
al segundo, pese a que el segundo se obtenga de cambios de coordenadas del primero.

Esto se debe a que los cambios de coordenadas no son cambios de coordenadas gen-
erales que afectan a todos los parametros, sino cambios de coordenadas parametrizados,
aplicando en cada parametro un cambio de coordenadas diferente.

Luego en la primera seccion A > 0 seran topoldgicamente equivalentes, mientras que
en la segunda seccion A < 0 también, pero los camins de campos tomando A € R no tienen
por qué ser topologicamente equivalentes. Es decir, pueden estar en distintas cajas de
~g.p, pese a estar en la misma caja de ~p,.

Para ver esto mas claramente, vemos que la relacion ~g p toma algiin subconjunto
de A para determinar los cambios de coordenadas parametrizados. Luego ambas defor-
maciones versales lineales estan en la misma caja ~p. y de ~g p tomando la conexion
entre la primera seccién y la segunda.

Ejemplo 5.3. Considerando campos bidimensionales X : R? x A — R2, se tienen las
siguientes formas normales:

1. Sea el caso A(0) = J(0,b) = R, € R**? con b > 0.
Una A(0)—forma normal de orden 3 estd dada por:
&= J(0,b)x + ||z||*T(a,b)x
donde a,b € R.
Asumiendo a # 0, una deformacién miniversal de A(0) esta dada por:
A()\l, )\2) == A(O) + J()\l, )\2) - J()\l, b + )\2)
donde A;, A\ € R.

Luego la deformacién versal lineal del campo queda dada por:

&= JA,b+ X))z + ||z]|* T (a,b)x
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Utilizando el cambio de coordenadas dado por z(t) = y(t(b + A2)) = y o h con
h(t) = t(b+ A2) resulta en la ecuacién:

y o h(t) = y(A(6))' () = (b+A2)g(h(t)) = J (A1, b+ )y(h(t)) ]y (h(O)II T (a, 0)y(h(1))

De donde la ecuacién toma la forma:

At

bty ||| T (a, b)y(h(t))

y(h(t)) = J(

Dy(ht) + 55

De donde, tomando el re-escalamiento de tiempo dado por h(t) (posible por ser
mapeo lineal), tenemos:

A1 1
() =J Dy(t >J(a,b)y(t
350 = I Dule) + 5l P by
Finalmente, renombrando el pardmetro A\(Ay, Ay) = bi—i\Q:

1
b+ Ao

y(t) = J(A Dy(t) + 121" (a, b)y(t)

De donde resulta que el tltimo campo es forma normal de las deformaciones versal
lineales dadas por A(Ay, A2) = J(A1,b+ A2) del campo A(0) = J(0,b).

. Sea el caso A(0) = Ny € R?. Una A(0)—forma normal de hasta orden 2 estd dada

por:

T=1y
Y = az® + bxy

donde a,b € R constantes. Supondremos que a - b # 0.

Una deformacién miniversal de A, es dada por:

0 1
= [0 1]

De donde la ecuacién queda de la forma:

p(3) =10 ) () (e omy)

o también:

T =1y
=Mz + Ny + ax? + bxy

Podemos realizar el cambio de variable (z,y) = (z— 3L, y) para obtener la ecuacién:
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=y
{y:)\l(z—g‘—;)—l—)\gy—i-a(z—;‘—;)Q—i-b(z—’z\—;)y
z=1y
= 2 2
{y:)\lz—;—}l+)\2y+az2—az%+i—;+bzy—%y
=y
= 2
{yz—i—;+()\2—%)y+az2+bzy

. . A2
Luego podemos renombrar los pardmetros segun p; = L g = Ao — b/\le obte-

— " 4a 2
niendo:

2 ()= )+l G (i)

O equivalentemente,

=y
U= pi + oy + az® + bzy

Para sgn(u;) = sgn(a) y p2 € R.

Ahora bien, si tomamos el cambio de variable (z,y) = (—z, —w):

—Z=—w

— = =Mz — dow + a(—2)* + b(—z)(—w)
Z=w
W= M2+ \w — az? + bzw

Z=w
=
{u') =Mz + hw+ (—a)z? + bzw

El cual tiene la misma forma que la anterior, luego p; por cambio de variable
anterior puede repetirse en este nuevo campo, obteniendo que la forma normal de
la deformacion versal lineal es valida para p; € R

Luego podemos reescribir el campo como:

z=1y
Y=+ poy + az® + bzy

Podemos definir los cambios de variable (z,y) = (7, %Y) para obtener:
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{%Z': B o la

wpY =t Y + (5)%aZ? + g pbZY
7=y

=9 |Z|3
Y = o+ Y + 522 4 42y

~ lala

lal

Escalando por el factor h(t) = wt:

lalz
b b
{%Yh®)=%%u+mym@»+ﬁ2%mm+ﬁzw@nqmm

saht + Y (h(D)) + Z2(h(1)) + sgn(a - ) Z(h())Y (h(t))

, 4 b .,
De donde renombrando parametros ¢; = |ab‘—2a 1, €2 = % [ resulta en la ecuacion:

Z=Y
Y =6 +eY + 2% +sgn(a-b)ZY

con e €E Rye €R

Por la posibilidad del cambio de signo de a en la representacion original, el campo
adquiere la forma:

Z=Y
Y= +eY +22+2Y

con €; € Ry e € R

Luego es una forma normal de la deformacion versal lineal dada por A(A, A2) de

campo bidimensional no hiperbdlico con dos autuvalores nulos, con parte lineal
dada por Ns.

3. Trabajando sobre el caso anterior, podemos realizar el cambio de variables dado
por (z,y) = (2 — 42,y) para obtener:

z=y
{y:Al(z—%)+A2y+a(z—%>2+b<z—%>y

z=1y
=
{y’ =Mz — Alb’\Q + Aoy + az? —Qaz%2 + '%% + bzy — b%y

=y
=
{y' = a;—g — ’\le2 + (A — Qa%)z +az? + bzy
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p , A2 A1 g
Renombrando los parametros segun p; = afz — =472, fio

=)\ — 2a’\7b2 tenemos:

zZ=y
U= 1 + poz + az® + bzy

Como en el caso anterior, efecttiamos los cambios de variable dados por (z,y) =
2 .
(22, %Y) vy el escalamiento h(t) = §

7t para obtener:

Z =gy
Vi + o2 Z + 972 + 2 7Y

_ {z‘w(y)) = Y(h(t))

S+ pe S Z(h(1) + Z2(h(t)) + Z(h(1))Y (A(t))

) bt b2 .
Renombrando los pardmetros €; = Jzji1, €2 = o 5:

Z=Y
Y=, +e&Z+72+27Y

Ademas, si tomamos el escalamiento y el cambio de variable dado por (Z,Y) =
(—Q(=t), W(=t)):

Q=W
W=—6+e6Q—0Q*—QW

Renombrando parametro ¢; por —e; y utilizando cambio de signo de a en la ecuacion
original, tenemos que:

Q=W
W:€1+€2Q+Q2—QW

También es equivalente, de donde:

T=1y
V=€ +e6r+r?tay

es una forma normal de la deformacién versal lineal dada por A(\) de la ecuacién
con parte lineal Ns.
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