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Capitulo 1

Ramificaciones

1 Anillos Locales

2 Diagrama de Newton

Acé discutimos brevemente como solucionar problemas de bifurcacion de ecuaciones fun-
cionales determinadas por funciones analiticas (En particular, funciones polinomiales).

Definicién 2.1 (Poligono de Newton). Sea f(z,y) € C[[z,y]] un polinomio. El poligono
de Newton esta dado por la envolvente convexa (dentro del primer cuadrante) dada por
los vértices cuyas coordenadas son los indices de los coeficientes no nulos y por todos los
puntos que superen a cada coordenada.
Es decir, que si asumimos la forma f(x,y) = Z a,x"y’, entonces el poligono de
(r,s)eN?
Newton esta dado por:

N (f) :=conv ({(T, s)EN?:a,, #0}U U {(z,y) eR*: (z>7)V (y > 3)}>

(r,s)EN2

—{(z,y) eR*: (x=0)V (y=0)}

Corolario 2.2 (Lados del poligono de Newton). 1. Es inmediato ver que todos los
puntos racionales en una recta del borde del poligono de Newton pueden escribirse
como:

da,b € Nk > 0: L[(ro, S0), (1o + ka, so — kb)] AM.C.D.(a,b) =1

Esto es debido a que (ro + ka, sg — kb) — (10, 80) = k(a, —b), es decir, que la recta
tiene pendiente negativa hacia abajo y ambos valores a,b son naturales inducidos
a partir del factor comin de cualquier pendiente racional dada (la pendiente de
cualquier recta que conecta vértices racionales es racional).

2. Puntos en el lado descrito en el item anterior, cuyas coordenadas son enteros, estan
dados por (ro + la, sg — Ib) para 0 <1 < k.
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Teorema 2.3 (Teorema Formal de Newton-Puiseux). Cualquier ecuacion f(x,y) = 0
para f € Cl[x,y]] con término constante nulo admite a lo menos una solucion en series
de potencias formales dada por:

x=t"
y=2 at
r=1
donde n € N algun natural
Demostracion. 1. Asumamos la forma de f(x,y) Z ar " Y*

(r,s)EN?

2. Tomemos el primer candidato, para o € Q:

Yo = cor® + Z cﬂxﬁ

a<pfeQ
Substituyendo en f(x,y), tenemos:
33' yO Z arsx
(r,s)EN?
S
= Z arvsxr(coma—k Z Cﬁl"g>
(r,s)EN? a<BeEQ
S s ) ' S—j
= Z ar,s-rT(Z(.)Céan( Z Cglﬁ> )
(r,s)EN? J=0 J a<peQ
- % (s )
(r,s)EN? sa<yeQ

3. De donde obtenemos la forma:

f(x,yo): Z <Clrschr+sa+ Z 691‘9)

(r,s)EN? r+sa<6cQ

Buscamos que los términos de orden C' = r 4+ sa minimo se anulen. Podemos
escribir.

4. Utilizamos el poligono de Newton para obtener un a = 7 € Q, el cual es la pendiente
dada por el comentario anterior sobre (rg+la, so— [b) puntos que describen el lugar

geométrico de puntos de la recta dada por r + sa = & =: C' (Renombrando C’ en
lugar de C para conveniencia de calculo), cuyas coordenadas son enteras. De donde
tenemos:

k
f(ZL’, yO) = (Z Qry+la,sog— lbcoo lb) 'TC + Z 7’9150

=1 C<0eQ
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Donde C' = brg + asg

5. Renombraremos los coeficientes segin u; = ay41q,5,—ib, ademas escribiremos el poli-
nomio:

k
O(T) => wT"
1=0
Para describir el coeficiente de menor grado de f(z,yo). Es decir:

fx,m0) = Mo (ch)z” + Z rox?

C<0eQ

De esta forma, tenemos que ug,ur # 0. En efecto, si no fuera asi, no formarian
parte de la expresion original y si ninguno fuera no nulo, todos serian nulos, por
tanto ya tendriamos que f(z,yo) tiene orden mayor que C, lo cual terminaria el
algoritmo para este caso. Luego buscamos estudiar esta forma para ambos distintos
de 0 (pero no necesariamente distintos entre si).

6. Tenemos 2 casos:

(a) Supongamos que f(x,y) es divisible por z%° para algin «y, es decir, Ag(z,y) €
Cllz,y]] = f(z,y) = z*g(x,y). Si asi fuere, tomamos la solucién dada por
(x,y) = (0,%) y nos centramos en g(z,y) para hallar nuevas soluciones

(b) Supongamos que f(z,y) no es divisible por z® para algin «p, es decir,
Ag(x,y) € Cllz,y]] : f(z,y) = z*°g(x,y) entonces:

i. Se cumple que el poligono de Newton interseca el eje Y:

N(f)n{(z,y) eR* 1z =0,y >0} #0
En efecto, como no se anula en x = 0, tenemos que hay a lo menos un
monomio "fraccionario” independiente de z, luego evaluando f(0,y) # 0

ii. El punto de interseccién queda determinado por el orden mg de f(0,y) #
0:

F0.9) = tugy™ + >ty

mo<neQ

iii. Escogemos un lado del poligono de Newton £ y una solucién de la ecuacion
#(T') = 0 (dada por ser polinomio sobre C), a partir de la cual definimos
1

al ntimero ¢y := T . Sabemos que:

u Z0=00)#A0=Ty #0=10c9 #0

. z . a .
iv. Del item anterior, podemos tomar y; = cpxv, el cual es una primera
. .7 .z a
aproximacién a una solucién de f(z,y) = 0. Tomamos y; = 2t (co +y)),
x = 2% para hacer natural al denominador:



vi.

Vii.
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el y®) = 3 apa(ady (x%<co " y<l>>)

(r,s)EN?

Z a2y (Co + y(l))

(r,s)EN?
= (co+yM)* Mo ((co+yM))al + D reaty™" = fo(wr,y)

Para C = brg+asg, 19 € C; kg, gp € Q. La tltima linea esta dada por solo
considerar el primer sumando de la ecuacién del item (3) en la definicién
de ¢.

Notar que para el caso, si:

YV =0= fadaf) = foler, 0) = ¥ o(R)af+ Do roatt = D7 rpalt
C<kyeQ C<koeQ

Lo cual cumple el propésito de eliminar el término de menor orden.

Este caso cumple que fo(x1,y") es divisible por ¢, obteniendo:

(1
Iy, So— _
fo( LY ) _ oty (cory D))+ 3 rprte=Cym

fl(xla y(l)) =
$1 C<kpeQ
a partir del cual buscar soluciones (Ver item (a))

Notamos que:

F10,yM) = (co+y )0 e ((co +y™M)P) = 2 d(ch) + h(y™) = h(y™M)

De donde el nuevo vértice del poligono de Newton en el eje Y estara dado
por el punto dado por el grado de esta expresién en yM, la cual es no nula
por la expresién del término h verificando la igualdad anterior. De donde
calculamos el minimo grado (lo denotaremos por 9~ !)

O LF1(0,y) = 6! (<co+y R (cy +y<1>>)
0 6((co + yVY)

Con lo ultimo debido a que si sy — kb # 0 entonces podemos expandir
el binomio y obtener la parte que no dependa de 3" dada por ¢~ ko
mientras que si so — kb = 0 entonces directamente es constante. A partir

de ahi basta tomar el hecho de que d¢ = k para tener que:

07 6((co +y ™)) < kb
Pues bastaba con extraer el término de potencia dada por elevar alakel

término resultante que contenga al monomio dado por y* (Resulta en
término no nulo por estar solo con respecto )
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Vviil.

iX.

Definimos el vértice del item anterior por m, y obtenemos la desigualdad:

my < kb <myg

Por ser mg = sg vértice original sobre el eje Y y kb translacién que deter-
mina el segundo vértice de la recta L, de forma que por tener pendiente
negativa, se tiene que mg > kb, para que no se anule en el diagrama.
Notemos que si tomamos aq,b; del nuevo problema verificando b, > 1,
entonces my; < mg. En efecto, supongamos que my = kb = m; (por la
desigualdad). Entonces la recta de eleccién del poligono de Newton estd
formada por una linea dada por sy — kb con sy = mg. Esto nos dice
ademas que la expresion original se reduce a:

F10,yM) = ¢((co +y)")

= () + -+ Ay
oy
= 10,y") = ¢((co + y™M)") = dy™

Por comparacién de grado en la tltima linea. Ahora bien, reemplazando
Z=cCy+ y(l):

¢(2") = d(z — o)™

= d(—co)" + b(dk(~ c0>bkfz+z<b’f) ()

J2‘7

Como ¢(2°) € C[z°] y el menor término dado por 2! del lado izquierdo
es no nulo, resulta que b = 1. Es decir, my = m; = b = 1 y por
tanto su reciproca, se sostiene. Cabe comentar que la constante d( —Co)bk
puede ser el término independiente de ¢, sin por ello afectar en algo a las
conclusiones anteriores, recordemos que puede anularse con la expansion
de los otros términos dados por ¢y en la expresion original

7. Repitiendo el algoritmo del {tem (6), renombrando a = ag,b = by, f = f°,¢ =
¢o y tomando aj,b;, ¢;,c; para f7 obtenemos la secuencia de soluciones formales
aproximadas:

y =2 (o + M) x = b
ay
y W =yp =2/ (a1 +y?) 7y = 5’

av‘ 1
y(rfl) =y, = x 1 (Cr L+ y( )) T, = xg,.,l

y(r) =Yyt = xr (CT + y(r+1)) T, = xl:'il
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De donde reemplazando en la solucion original queda de la forma:

b= 0= o440 re b
Vi = wi (e + ) — o (00+:v1 (e1+y2)) Ty = a3
=Y, =azh (60+xb0b1 (e +y®)) ="

Y, = xbfo(co + xhob (cr+ ... (crmr + 2% (e, + yUT))) L) z=x,03

De acé tomamos las expresiones truncando el término 3):

Yo =zt Co x=x]
Y1 = z0 (co + wobt ) z = ™

R — '
Y, = fl?bio(CO + it (1t (e +a=0t)) ) o= 9‘3?11017

8. Ahora bien, sabemos que {m, },en C N es secuencia decreciente acotada, mondtona,
luego en algiin momento debe ser constante. Es decir, en algiin momento:

mT‘O = mr0+1 - mT0+2 == 1 - bT’o - bT0+1 = b’ro+2 =

De donde Y, para r > ro representan las sumas parciales de la serie de potencias

()
en x, = x'7=0"  teniéndose que el resto de términos agregan los valores a los
coeficientes, pero no modifican el valor del exponente. obteniéndose:

[e.e]
_ by
x) = E cjr’
J=0

donde A\; =>77_ 1Hla0 YV Too = xMel0%

9. Como la serie cumple que cada término degrada al ultimo valor, se tiene que para
el primer exponente, z{ se vera anulado, quedando términos de orden superior, de
acuerdo al ftem (v.). Procediendo de esta forma es inmediato ver que las soluciones

estan dadas por esta serie de potencias. Es decir:

J (@50, Yoo(25,)) = 0

o0 oo

Esto se argumenta de manera informal segun:

lim f(a%, Y, (25)) = f(a%, lim Y, (%))

r—00 r—00

F (@5, Yao(5))
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d 7—00 d r—00

Como Of (x5, Yr(a%,)) 00 = f(ag, Ye(al)) = 0
O
Comentario 2.4. Notar que la ultima parte de la demostracion no es un argumento
formal. Requerimos teoria de métricas m—adicas que por extensiéon hemos decidido
ignorar. Nos centraremos en la parte central.

Ejemplo 2.5. Notamos que la demostraciéon anterior es en realidad un algoritmo. De
donde podemos hallar las soluciones formales para el siguiente polinomio:

gt — 203y — daPy 425 — 2T =0

Este no es divisible por z, luego podemos proceder como en el 2do caso de la de-

mostracién. Sabemos que los puntos son dados por {(0,4);(3,2);(5,1);(6,0);(7,0)}.

Ahora bien, sabemos que (3,2) € £[(0,4);(6,0)], que (7,0) estda a la derecha de (6,0)

y que (5,1) esta arriba de £[(0,4);(6,0)] ( (5,3) € L[(0,4);(6,0)] y (5,1) se encuentra
arriba). De donde el poligono de Newton es de la forma:

Y

(0,4)

W

Region: y > 4 — %x

(6,0) (7,0)
t t t t t L
1 2 3 4 5 6 7 L
Luego obtenemos que las soluciones enteras estan dadas por la recta con ag = 3, by = 2.
Sustituyendo por x = 22,y = y; = 23(co + y!)) obtenemos una ecuacién de la forma:

yt — 203y — 4Py + 2% — 2" =0
= 212 (co + y)*t = 201 (co + yV)? — 4 (co + y) + 2f® — 21t = 0
= z1”[(co + yM)* = 2(co + y™M)? + 1] — 2P (o +yV) —2{* =0
= b+ 4y + 62 (yM)2 + deo(y M) + (YM)* — 262 — degyY — 2(yW)? + 1 — daycy — dayV) — 2?2 =
= (cd =22 + 1)+ (M) + 4co(yV)2 + (6¢o — 2) (M) + (4ed — o)y — 4y — daycg — 22 =0
= (g = 1* + (y")" + deo(y™)* +2(3co — D (yW)? +deo(cg — Dy — dan(y™ + o) —af =0

Notamos que hemos asumido que z; # 0, lo cual es dado por = # 0 por la no
divisibilidad. Usando la eleccién de ¢2 = 1 dada para anular el término independiente

tenemos:

(Y™ + 4y W) + 4(y"M)? — dary — day — 2] = 0
(") = 4yM)? = 8(yV)? — daryV + 4wy — i =0
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La cual tiene poligono de Newton con una recta de valores a; = 1,b; = 2:

y
(0,4)
4 -
3 4.(0’3)
(0,2)
) -
(1,1)
]_ -+ -
L) (20
1 2 3 x

Hacemos una factorizacién preliminar para el primer caso:

() = e (7 + 45 44400 ) =0

Obteniendo soluciones (y)? = zy, (y™)? + 4y + 4 4 2; = 0. La segunda eleccién
de ¢y no es factorizable en dos polinomios cuadraticos, por lo tanto no es factorizable en

R. Luego una solucién aproximada es dada por:

y=ai(1+z1)= f(af,2] +27) =0

Sustituyendo con las nuevas variables 21 = 22,y = y!) = z5(c; + y®) obtenemos

una ecuacion de la formas:

(y ()3 4 4(yM)? — 4y — 4oy — 22 =0
(y“ )3 — 8(yM)? — daqyV) + 4z — 23 =0
144 y(z) e +yP)? —dad(c; +y?P) — 422 — 25 =0

(

(c1 + 3/(2 )? — da3( )

A1 +yP)? —das(cr +y?P) —4—23 =0
8(c1 +y)? — day( )

_ @il +y®)t + dai(e )P+ daj

z3(cr +yP)t — 4a3(cy + y?)? — 822

_ Jaslen+y®)t +daa(en +y?) 4
w3(cr +y®)*t = daaer + ) -

Elegimos el ¢; = 1,¢; = % en cada caso respectivamente, para anular al término

independiente, obteniendo:
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Figure 1.1: 2 Ramas al graficar el problema numéricamente

Figure 1.2: lera Rama dada por algoritmo | 2da Rama dada por algoritmo

w3 (1+4y® +6(y?)? +4(yP)* + (y@)*) + 4o (1 + 3y +3(y@)? + (y?)?)
+4(1 + 2y@ + (y)?) —day(1 +yP) —4 — 22 =0
vy (1+8y® +6(2y) +4(2y?)? + (2y®)*) — 2 4o (1 + 6y©@ + 3(2y*)* + (2y1?)?)
—16-8(2 +y@ + (y@)?) — 8- 4z (1 +2y?P) + 64 — 1622 = 0
(23 (4y? +6(y@)? +4(y™)® + (y*)")
4252y 4+ 3(yP)? + (y?)?) + 42y + (y*)?) = 0
w3 (1+8y® + 24(y?)? + 32(y®)* + 16(y™))*) — 8, (1 + 6y + 4(y™)* + 8(y*)?)
[ —(128y@ +128(y™?)?) — 3225(1 + 2yP) — 1622 =0
(25 Y@ (44 6y® +4(y?)* + (y@)?)
+432y P (2 + 3y + (y@)?) + yP (8 + y?) =0
22 (=154 8y + 24(y?)? + 32(y@)3 + 16(y@)*) — 8xa(5 + 10y + 4(y)? + 8(y@)3)
[ —y@(128 + 128y?) =0

Vemos que la primera ecuacién tiene un factor de z3 y un factor de ys:

y? (333(4 + 6y +4(y?)? + (y?)°) + dwa(2 + 3y + (y@)?) + (8 + y@))) =0
En virtud del item 6.v de la demostracién, una solucion es dada por:

y? =0 = yW :IQZI% =y =251+ 29), 2 =25

Es decir, tenemos una soluciéon dada por:

fla, 25 +27) =0
Podemos verificar evaluando en el problema original que la expresion cumple ser
solucién. Asimismo, recordemos que la grafica del problema original esta dada por:
Comparando con las ramas obtenidas mediante el algoritmo del poligono, obtenemos
que todas las soluciones reales han sido dadas para (z(t),y(t)) = (t*,t5+¢7). El hecho de
que sean 2 soluciones se debe a que, asumiendo ¢t € C, debemos verificar que z(t), y(t) € R,
de donde t = /x(t) sélo admite 2 soluciones posibles, por ende, 2 "ramas” reales.

Comentario 2.6. 1. Con este teorema en mente, somos capaces de formalizar la in-
tuicion dada de las ramificaciones de los ejemplos anteriores. En efecto, siempre
podremos obtener de manera formal las ramas de la forma (z(t), A\(t)) = (t¢, Yao(t)).

2. Si queremos que sean ramas reales, debe verificarse que z(t), A(t) € R. En particu-
lar, como t = {/z(t) = {/|z(t)[¢¢, tenemos que ¢ toma tantos valores como rafces
d—ésimas de la unidad existan. Luego de manera formal, hay d ramas reales a lo
sumo. La imposibilidad de algunas ramas se da segun los coeficientes de Y, sean
reales o segiin A(t) sea conveniente.
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3. En el ejemplo anterior, las soluciones estaban dadas por las raices caurtas de la
unidad, obteniéndose la forma:

o(t) =t& e Ry(t) = 1°6(1 + &) € R
Como &4 € {1, —1,1,—i}, basta reemplazar hasta que se obtenga y(t) € R

4. Con esto, ni siquiera requerimos obtener solucion, basta obtener una rama aproxi-
mada y observar si coincide con nuestro modelo aplicativo.

5. El ejemplo anterior nos da la solucién (z(t),y(t)) = (¢*,t% + ¢") al problema de
bifurcacién dado por:

i = f(z,\) = A\ = 223\% — 42”28 — 27

Notamos que la bifurcacion tiene 2 ramas, pero no es silla nodo, pues no hay
condicién de transversalidad D, f(0,0) = 0. Esto quiere decir que la bifurcacion
silla-nodo no es la tinica con la propiedad de obtener 2 ramas de soluciones.

Corolario 2.7. La bifurcacion Silla-Nodo, Transcritica y Tridente tienen las ramas de-
scritas en las proposiciones anteriores.

Demostracién. Basta considerar las ramas dadas por p = 22, z, 22 en cada caso. entonces
tenemos:

sn(z,2?) =0
transcrit(z,xz) =0

tridente(x,z*) = 0

Los cuales trivialmente verifican tener 1 rama en silla-nodo al ser considerados como
funciones en X, 2 ramas en transcritica y tridente por admitir la rama = 0 debido a ser
divisible por z, o 2 ramas al ser consideradas como funciones en p, utilizando argumento
analogo sobre raices de la unidad:

sn(Ey/p, p) =0
transcrit(p, p) = 0

tridente(+/p, 1) =0
[]

Comentario 2.8. Con este método, no necesitamos factorizar el campo polinomial.
Basta hallar ramas de soluciones y obtenemos parametros para cada punto de equilib-
rio. En particular, para campos cuya primera parte de su expansiéon en Taylor queda
determinada como en las bifurcaciones Silla-Nodo, Transcritica y Tridente como curva,
tenemos que la parte "importante” que determina las ramas queda determinada por los
primeros términos del algoritmo de Newton. El mayor defecto del método es el hecho
de que tengamos que verificar que la eliminacién de la parte compleja se lleve a cabo
para una cantidad infinita de términos de la serie. Esto es computacionalmente compli-
cado y depende de técnicas mas sofisticadas. Por ello, procederemos a caracterizar a las
bifurcaciones conocidas segtn la técnica de reducciéon de Lyapunov-Schmidt.
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