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Capitulo 1

Reduccion de Lyapunov-Schmidt

1 Generalizacion Silla-Nodo

Debido a las 2 naturalezas

1.1 Diagrama de Newton

Definicién 1.1 (Problema de la Funcién Implicita). Sea F' : R® x R? — RP funciones
suaves en una vecindad de xy € R?, yo € RY verificando:

F(*rOvyO) =0

El problema de la funcién implicita es el de hallar soluciones continuas y = ¢(z)
verificando:

En alguna vecindad del origen (z, yo)
Comentario 1.2. Podemos tomar el problema con xy = 0,y = 0 debido a translacion

Proposicién 1.3. El P.F.I. asociado a una funcién F € C' admite mds de una solucion
para ran(D,F(0,0)) = p < q y solucion unica para ran(D,F(0,0)) = q < p.

Demostracion. Expresemos el problema como:

0=D,F(0,0)x+ D,F(0,0)y + r(z,y)

donde x € R*,y € R?
Sea r =ran(D,F(0,0)), separando en casos:

1. (r =p < q): En este caso, podemos separar de la siguiente forma:

1



CAPITULO 1. REDUCCION DE LYAPUNOV-SCHMIDT

Z bzgyj = Z ;T + Ti(l‘7 y)

k=1
p
= Z bijy; = Z bijy; + Z aypxr + ri(z,y)
J=1 Jj=p+1

:>F((xla--~7xs)7<y17'-'7yp) (yp+17"'7yq)) :O

y o= (YY)
=Y (yp—i-la e ayq)
r = (xy,.. ))
= (Y, v) F(x,w(x,y ),y") =0

Luego escogiendo cualquier funcién continua g(x) = ¥’ tenemos la solucién im-
plicita. Debido a la arbitrareidad de la elecciéon de g hay multiples soluciones.

2. (r = ¢ < p): En este caso, basta aprovechar el Teorema de la funcién implicita
para obtener soluciones para la primera porcién del sistema. Con esto, las solu-
ciones quedan restringidas a la region conformada por los puntos que satisfacen las
relaciones dadas por las demas ecuaciones. Es decir:
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(Fl(xay) =0
Fq(xvy) - O
Fi(o,y) =0

\Fp(x7y) = O

( s
Do by = 20 anyzy + i, y)

D o1 bgjyy = D opmy agri + (T, Y)

Fq+1($7y) =0

\Fp(‘% y) - O
(B'y = Aw+1'(z,y)Fyra(z,y) =0

\Fp(x7y) = 0

(F'(x,y) = 0F,11(z,y) =0
=>4

\Fp(x>y) =0

(y = p(x)Fyia(r,y) =0
=1

Fp($7y) = O

(y = o) Fyn(z, p(x) =0

\Fp(x790(m)) =0

Es decir, la solucién es dada de forma unica por y = ¢(z), la cual estd restringida
a los puntos que satisfagan la relacién para el resto de ecuaciones (Dicha regién a
lo menos contiene al 0, luego es no vacia). Por unicidad de ¢ se sigue la unicidad
de la solucion.

]

Proposicién 1.4. El P.F.I. para ran(D,F(0,0)) < min{p, ¢} admite una ecuacion cuyas
soluciones corresponden a soluciones del P.F.1I.

Demostracion. Restringiendo los primeros problemas como en el segundo caso de la de-

mostracion anterior, obtenemos:

(yh s 7y7") = 77b(y7“+17 s 7yq7x) = w(ylax)

Remplazando estas soluciones en las tultimas ecuaciones obtenemos:
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Gz, Yy, x),y) =0

donde G representa a las ultimas p — r ecuaciones. O

Definicién 1.5 (Ecuacién de Ramificacion). La ecuacion obtenida en la proposicién
anterior recibe el nombre de ecuacién de ramificacion.

Lema 1.6 (Ecuacién de Ramificaciéon). Ecuacion de Ramificacion no tiene términos
lineales ni constantes de y'. La matriz Jacobiana del sistema se anula en (x,y") =0

Teorema 1.7 (Soluciones Reducidas). La cantidad de soluciones locales de la ecuacion
de ramificacion es la cantidad de soluciones del problema original.

Definicién 1.8 (Pseudopolinomio). Asumamos una solucién formal analitica de expo-
nentes fraccionarios. Buscamos hallar los valores posibles de los coeficientes. Consider-
aremos el caso donde F'(£, \) sea un pseudopolinomio en £. Es decir:

F(&A) =) F()e

donde F (X)) =AY F, A1 para &, \ € C variables, F; € C complejos constantes,

1€Q,0<p, Q.
Ademaés, se supone Fy(\), F,(A) # 0.

FS(A>3AO:FOS7£O
Luego Fpo # 0, Fo, # 0
Definicién 1.9 (Diagrama de Newton). Considerando la ecuacién:
FN)=0
dada por F' pseudopolinomio en &, cuya solucion esté dada en la forma de serie:

E=EN+EN + &N + ...
donde e < € < ... & #0.
De forma abreviada:
§ =8N +UN)
para A — 0

Comentario 1.10. Sustituyendo la soluciéon formal en el problema dado por un pseu-
dopolinomio, tenemos que los primeros térnminos vienen dados por:

FOO)\po + F01£6)\p1+e 4 F02£€2)\p2+2e 44 FOnﬁ?)\pn+n€
si F()j 7é 0
o vienen dados por:
FooA? + Fop€ A5 TR 4 Fop AP tne
sike{l,...,n—1} tal que Fx(\) #0
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Como Fps # 0, los términos menores se cancelaran si al menos dos exponentes coin-
ciden.

Colocando los exponentes iguales, encontramos todos los valores posibles de €. Esco-
gemos valores de & verificando que la suma de coeficientes con términos igguales sea 0.
entonces € es raiz de una de las ecuaciones lineales:

ps + s€ = p;j + je
para s # j, Fs(A) # 0, F;(\) # 0
Teorema 1.11 (Orden del Poligono de Newton).
Teorema 1.12 (Comin denominador Poligono de Newton).
Teorema 1.13 (Serie del poligono de Newton converge).

Teorema 1.14 (Ecuacién de Ramificacion).

1.2 Lyapunov- Schmidt

Comentario 1.15 (Lyapunov Schmidt). La derivada de la funcién desplazamiento, al
ser vista como un mapeo sobre R? tiene nticleo no trivial.

Queremos que el problema de encontrar puntos de continuaciéon al problema de re-
solver una ecuacién en un esp. vectorial de menor dimension.

Definicién 1.16 (Operador de Fredholm). Decimos que un operador A : U — V entre
espacios Banach, acotado, de clase C! en el sentido de derivada dado en el preliminar.
El operador se dice que es de Fredholm si dim Ker(A) < oo, Im(A) es cerrado con
complemento K finito dimensional.
Definimos el indice del operador como i(A) := dim K — dim Ker(A)

Comentario 1.17. Sea F': X x Y — B un mapeo de clase C* tal que F(0,0) = 0 donde
X € 13, Y € 7¢ son abiertos en espacios de Banach.

Como F € C' = D,F(0,0) operador lineal acotado en B.

Asumamos D, F(0,0) operador de Fredholm con indice 0.

Comentario 1.18. Denotemos al ntcleo por K, al rango por R, a sus subespacios
complementarios por KC, RC.

Como K es finito dimensional, escogemos una base y obtenemos la base dual. Apli-
cameos el T. de Hahn Banach para extenderlos a todo el espacio.

Definimos una proyecciéon del espacio a K. El rango de la proyeccién complementario
es el complemento buscado.

Teorema 1.19. El nicleo de un operador de Fredholm admite un subespacio complemen-
tario.

Comentario 1.20. Hay un vecindario producto del origen en X de la forma U x V C
K x KC.
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Comentario 1.21. Consideramos el mapeo

H:UxVxXYCKxKCxY —R
(U,U7y)'—>7TRF(U+’U7y)

Derivando en el origen con respecto a la variable en el conticleo:

7D, F(0,0),. = D.H : KC — R = D,F(0,0)B

Luego gD, F(0,0) . = D,F(0,0)
puntuales y considerando el rango.

Considerando F' operador Fredholm, es isomorfismo por ser anulado sélo en el nicleo,
y al estar tomado en la restriccién del complementario, resulta inyectivo, de forma analoga
e inmediata se verifica la sobreyectividad. Luego es biyectivo, continuo por ser C!, lineal
entre Banach, luego isomorfismo.

I Para todo vector en KC' tomando las imagenes

Comentario 1.22. Puede aplicarse el T.F.Im. sobre H, podemos hallar:

U, CU,Y, CY,(heCHU, x Y1; KCO)) :
h(0,0) =0 A H(u, h(w,y),y) = mrF(u+ h(u,y),y) =0

Comentario 1.23. Definimos la funcién reducida de Lyapunov-Schmidt asociada con F
como:

F:U; xY; — RC
(U,y) = 7TRCJT(U + h(“’a y)ay)

Por F(0,0) =0 = F(0,0 = 0)

Comentario 1.24. Si hubiera una funcién continua 3(y) € U verificando 3(0) = 0y
F(5(y),y) = 0. Entonces:

{WRCF(B(y) + h(B(y),y),y) = 0, por influencia de g
mrE(B(y) + h(B(y), v),
Luego se cumple que F(S(y) + h(B(y),y),y) =

Luego se tiene solucién implicita para la varlable x = B(y) + h(B(y),y) cerca del
origen.

y) = 0, por influencia de h

Comentario 1.25. Es decir, la funcién L-S reducida nos da soluciones implicitas a la
funcién original.

Comentario 1.26. Sea la derivada parcial con respecto a las variables nucleares:

D,F(0,0) = mre D, F(0,0)(Id +D,h(0,0)) : K — RC

De donde obtenemos que:

Vu, D, F(0,0)(Id +D,h(0,0))u € R = D,F(0,0) € npcR = {0}

Operador nulo.
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Comentario 1.27. Si ademés de suponer F' Fredholm, asumimos C? y F(u, 0)=0:

ﬁ(uu y) = Dyﬁ<u7 O)y + G(”? y)y

por formula de Taylor con resto integral. De donde, reescribiendo en términos de la
ecuacion del lado izquierda:

Gluoy) = [ (D,F(u.ty) = Dy P,
De donde F'(u,y) = (Dyﬁ(u, 0) + G(u,y))y

Comentario 1.28. Es inmediato ver que G(u,0) = 0 de su representacion integral.
Ademas:

D,G(u,0) = /Ol(tDny(u, 0) — Dy, F(u,0))dt = /Ol(t —1)dtD,, F(u,0) = —%Dyyﬁ(u, 0)

Comentario 1.29 (Funcién de Bifurcacion Reducida). Definimos la funcién de bifur-
cacion reducida como:

B:U, — RC
u — D, F(u,0)

Corolario 1.30 (Ceros simples de B). Las raices simples de la_funcién de bifurcacion
reducida son los mismos que las raices simples de la funcion D, F(u,0) 4+ G(u,y)

Demostracion. 7777772777777 Sison raices simples de B entonces se anula en la funcién
L-S reducida, luego también en la primera copmonente de la segunda funcién, luego en
la segunda componente por expresion integral.

]

Comentario 1.31. Si B funcién de bifurcacién reducida tiene una raiz simple, entonces
la ecuacién tiene solucion implicita:

D,F(u,0) + G(u,y) =0

1.3 Capitulos Anteriores de L-S

1.4 Lyapunov-Schmidt General

Comentario 1.32. Si bien hemos logrado estudiar el caso de las bifurcaciones anteriores
como bifurcaciones de codimensién 1 dadas por la parte lineal no hiperbélica de dimensién
1, para generalizar los resultados anteriores de bifurcaciones en el sentido de curvas, nos
es menéster introducir la técnica de reduccion de Lyapunov Schmidt.



8 CAPITULO 1. REDUCCION DE LYAPUNOV-SCHMIDT

Definicién 1.33 (Punto de Ramificacion). Sea la ecuacién funcional dada por:

F(z,\) =0

donde F': X xA — Y es operador no lineal entre espacios de Banach X, Y y A€ A CR
parametro real en espacio de pardmetros A dado por un intervalo abierto finito o A = R.

El punto A\ se dice un punto de ramificaciéon (o de bifurcaciéon como ramas) de la
ecuacion funcional, o punto de ramificacién del operador lineal asociado F si:

Ve> 0,6 >0,3(x,\) € X x A: ((F(x,)\) = 0)A(0 < ||z — 2o(\)]| < €) A(JA= Aol <5)>

donde () es cualquier solucién asociada al valor A.

Comentario 1.34. En otras palabras, la definiciéon anterior nos indica que, para un
intervalo arbitrariamente pequenio (A\g — 0, A\g + 0) del punto de ramificacién Xy (como
pardmetro), hay pardmetros y soluciones asociadas (A, z) tal que cualquier solucién aso-
ciada a A zo(A) (no necesariamente z) estd arbitrariamente cerca de .

Visualizacién 1.35. Tomemos 3 curvas formadas por soluciones para la ecuacién fun-
cional con X =R y A € 7.
El punto serda punto de ramificacion si:

Definicién 1.36 (Rama). Decimos que la funcién continua

r:ANRT =Y
A= z(N)
es una rama positiva de la ecuacion funcional si:
1. F(z(A\),A) =0
2. lim, ¢ () = 20(Ao)
Analogamente, una rama negativa estd definida para R~

Comentario 1.37. Los beneficios del método del analisis de ramificaciones es la posibil-
idad de reducir problemas de bifurcaciones segtin sus propiedades topolégicas (Anélisis
del campo), algebraicas (estructura de Jordan), variacionales (extremo condicional).

Proposicion 1.38. Hay un cambio de variables que transforma las ramas en ramas sobre
el origen. Es decir, que reduce el problema a:

F(0,\) =0
Demostracion. Basta considerar el cambio de variable dado por z = zg(\) + w:
F(z,\) = F(xo(A) +u, \) = G(u, \)

De donde una solucion dada por u = 0 es soluciéon para la ecuacion funcional original
y ademads, tomando ug(A) = 0, tenemos:

G(0,)) = 0

de donde es solucion dada para ramificacion O
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Definicién 1.39 (Operador de Fredholm). Un operador 7' : X — Y lineal acotado entre
espacios de Banach es un operador de Fredholm acotado o ®—operador acotado si:

1. T es normalmente soluble, es decir si para la ecuacién no homogénea:

Tx=nh (1.1)
alguna de las condiciones se cumple:

(a) La ecuacién Tx = h es resoluble para cualquier h € Y. Es decir:

VheVY, drge X :Taeg=nh

(b) Hay un subespacio no trivial de funcionales en Y* verificando que todo vec-
tor h que admite solucién en la ecuacion no homogénea es anulado por esos
funcionales. Es decir:

JKer*(T) = {¢ € Y* :Vh € Y, <(EI:1:0 € X :Tag=h) = (h,o) = (h) = 0)} £ {0}

El subespacio asi descrito recibiendo el nombre de la deficiencia del operador
T, sus elementos los funcionales de defieincia de T'. También puede escribirse
como:

Ker*(T') = {¢ € Y : Ker(¢) admite sol. en parte no homogénea}

2. La dimensién del nicleo es la dimensién de la deficiencia:

a(T) = dimKer(T") = dim Ker* (7)) =: (1) < o0

Ademaés, la dltima de éstas dimensionaes dim Ker*(7T') se llama indice de deficiencia

de Y.
El conjunto de operadores de Fredholm se denotaré por ®(X,Y")

Comentario 1.40. Tomando las bases:

Brer(a) = {¥i}iz1
6Ker*(A0) = {@/Jz}?ﬂ

Se tiene que la solucion de la ecuacién homogénea estd dada por:

n
T = E Ci¥;
i=1

Mientras que las condiciones para la resolubilidad de la ecuacién no homogénea son
dadas por:

I, i) = i(h) =0
Utilizaremos un corolario del T. Hahn Banach para lograr relacionarlos en soluciones
generales de la ecuacién
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Corolario 1.41 (Existencia de Base Dual). Dados los vectores {p; }1,, existen {v;}, €
X* werificando (i, ;) = v;(¢i) = 0;;, anuldndose para vectores que no estén en ({¢;}7)

Definicién 1.42 (Descomposiciones de Fredholm). Sea T': X — Y operador Fredholm
o ®—operador, entonces se tomaran las siguientes proyecciones y sus descomposiciones
de forma canédnica:

1. Con los ; del corolario, obtenemos el operador proyeccién sobre el dual:

m: X — Ker(T)

i=1
2. El operador permite la descomposicion del espacio X en los subespacios:

X = Ker(T') & Ker(m)
donde Ker(7) dados por:

z € Ker(m) <= Vie{l,...,n},(z,7) =0

3. Sea hace el proceso analogo con la proyeccién:

™Y =Y, = Ker™(T)
i=1

donde Y,, <Y es el subespacio isomorfo a Ker*(7) < Y™, el cual estd garantizado
por dimensién finita y por tomar los elementos {z;}1_; verificando:

(2i,05) = 0i
Denotando a Y,, por Ker*(T"), obtenemos la descomposicion:
Y = Ker*(T') & Ker(n")

4. Se define el operador de Schmidt:

A

T =T : Ker(m) — Ker (™)

Ker(7)

Proposicién 1.43 (T es isomorfismo). El operador T es isomorfismo. Ademds, admite
un operador inverso.
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Demostracion. 1. T es inyectiva:

A ~

reKer(T)=Te=Tr=0=z € Ker(T)(&)

2. Es sobreyectiva:

y € Ker(r*) = 'y =0
i=1

=Vie{l,...,n},{y, ;) =0
=drge X :Txy=vy

= Jv e Ker(T): T(xg—v) =y
= Ju € Ker(r) : T(u) =y

3. Tiene inversa lineal y acotada por T. Hahn Banach.
[

Corolario 1.44 (Solucién de Ec. no homogénea). La solucion de la ecuacion no ho-
mogénea Tx = h estd dada por la forma:

x=T"h+ i Ci;
i=1

Definicion 1.45 (Operador aproximado). Se define para T : X — Y operador de Fred-
holm el operador aproximado:

T7:X—-Y

n
z— Tx+ Z(x, Vi) Zi

i=1

Lema 1.46 (Lema de Schmidt generalizado). El operador T' =T~ existe y estd acotado.
Ademds, se cumple det[(y;, pi)];i, det([(¥i, ze)]ig) # 0

Demostracion. 1. Se tiene que T : X — Y. Considerando la ecuacion:

Esta ecuacién es equivalente al sistema:

Tr=h— 2?:1 &Zi
gi - <I7ryl>
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2. Aplicando los funcionales 1; a la primera ecuacion se obtiene:

Vi(Tx) = i(h) — s ( Zz"; &Zz‘)

= (h, i) — Z§i<2i7¢i>

=1

Con la nulidad del lado izquierdo dado por Tz admitiendo solucién z en la ecuacion
Tz =Tz con z la variable.

3. Se puede reescribir la ecuacion utilizando:

Tr = (Id—n")h
Aplicando la solucién de la ecuacién no homogénea usando T, sobre el elemento
(Id —7*)h, se tiene:
x=T"YId—7*)h + Z Citp;
i=1

Aplicando todas las identidades dadas anteriormente:

<ha wk) =&
= <$,’Yk>

= (T (1d =7")h, ) + i ci{pi, k)
= (T7YTd —7")h, 1) + :1
4. Sabemos que:
T711d —7%) : Y = Ker*(T) @ Ker(r*) — Ker(r*) — Ker(r)

En efecto:

7 (Id —7") tug +ug = ug — Uy F Uy = TU — T + T ue =0
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De donde:
7T HId —7*)h = 0 = (T7H(Id —7*)h, ) = 0

5. Tomando la tiltima expresion:

< ¢k> < (Id -7 )h 7k> +C =G

De donde obtenemos que la ecuacion no homogénea original:

se ve reducida a:

T = T_I(Id —W*)h + Z<h’ ¢k>801

=1

Es decir, hay un elemento inverso tinico para el mapeo T'. Resultando la inversa
determinada explicitamente con la forma anterior:

T 'h=T"'(1d—7")h+ > (h
=1

O
Corolario 1.47 (T C T). El operador T es extension del operador T
Demostracion. Tomando para x € Ker(r), tenemos que:
Tx :T:U+Z(x,%)zi =Tz=Tx
i=1
O

Comentario 1.48. Tenemos que para [' operador de Schmidt generalizado, podemos
obtener solucion del problema homogéneo dado por Tz = h dado por 2 = Th. De donde
T es aproximacién de T’ por ser extensién y por expresién anterior, luego el proceso nos
da una aproximacion de lo que seria una solucion candnica de T'r = h

Definicién 1.49 (Operador Completamente Continuo). Un operador V' : X — Y entre
espacios normados se dice completamente continuo o compacto si mapea cada conjunto
acotado de X a un conjunto compacto de Y. Es decir:

VBC X,[(IneN:||Bllx <n)= (3K CY :V(B) C compacto )]

Comentario 1.50. Un operador acotado mapeo un conjunto compacto en un conjunto
compacto. Entonces todo operador completamente continuo es acotado.

Es decir, la continuidad completa es méas fuerte que la continuidad simple.

El operador identidad mapeo un conjunto acotado (bola abierta unitaria) en un con-
junto no compacto (bola abierta unitaria).
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Teorema 1.51 (Teorema de Atkinson-Nikol’skii).
Teorema 1.52 (Caracterizacion de ®(X,Y")). El operadorT : X — 'Y es un ®—operador,
u operador de Fredholm si sélo si T = A+V, donde A tiene inversa acotada A~' y 'V es
completamente continua
Demostracion. 1. (=) Recordemos que:
Te =Tz + Z(m,'yi)zi =Tz ="Tz+ ( - Z(x,m)zi>
i=1 i=1
Podemos definir Kz := — """ | (x,7;)2; operador finito dimensional

2. («) Por descomposicién de operadores, tenemos que se cumple:

B=A+V=BA'=1d+VA™

De donde las ecuaciones homogénea y no homogénea quedan dadas por:

Id+VA ™) =Tz =0
Id+VA) =Tz =h

donde z = Az € A(X).

]

Definicién 1.53 (Operador K). Definimos el operador auxiliar Kz := —> " (x, %)z
como en el teorema anterior.

Comentario 1.54. Tenemos la identidad:

uTyy = > L el [ 26)]ie (0 03 (ks y)

Teorema 1.55 (Ker*(T') = Ker(T™)). Los funciionales deficiencia {1;}!, son las raices
del operador T* y forman una base de Ker(T*). Es decir Ker*(T) = Ker(T*)

Demostracion. 1. Por definicién de adjunta, por T'x admitiendo solucién trivial x para
x arbitrario:

(o, T"i) = (Tw, i) = 0 = {T"hi}iz, = {0}

Lo dltimo dado por arbitrareidad de x. De donde Bker (1) C Ker(T*) = Ker*(T') C
Ker(T™).
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2. Para ver que genera el espacio, admitimos una raiz del operador T™:

Y e Ker(T*) =T =0
=0=0—> (2 ¢)
=1

donde z; descrito como antes.

Por la descomposiciéon 7, existe una representacion:

u="Tv+ Z Cjzj
j=1

Usando las igualdades:

T =T"Y; =0

podemos aplicar (-, 6) para obtener:

n

(,0) = (Tw, o= 3 Cein o)) + 3 Gego = 3 (=, U000)

=1

= (0, T"¢ — Zm VYT ;) + Z {j (<zj,w> — Z<zi,¢><zj,¢i>)

= Z:;Cj (%»@ZJ} — <zj,w>> =0

Por arbitrareidad de u, tenemos que § = 0, entonces todo ¥ = Y, (z;, V)1, luego
la base genera al espacio. Es decir, se logra que la base de la deficiencia sea la base
del ntucleo de la adjunta. De esto se deduce que son el mismo subespacio.

[

Teorema 1.56 (®* = ®). Si T es un ®—operador, entonces T* es un ®—operador, con
Ker(T) = Ker*(T*) para o(T) > 0

Demostracion. Utilizando la definicién de adjunta:

= Z<x7 ryi><zi7 X)

= (=, Z(%XWD

i=1
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Se obtiene la representacién del operador (7')* como:

(T)'x =T"x+ Y _{z )%
=1

De donde podemos escribir el operador adjunta como 7% = (T)* + K donde (T')*
tiene inversa acotada '+ y K finito dimensional, entonces compacto. Por Teorema de
Atkinson-Nikol’skii, se tiene que T™ es un ®—operador.

Como Ker(T') = Ker*(T') = Ker(T*) = Ker*(T™) se sigue el resultado. O

Corolario 1.57. Se cumple que la dimension de la deficiencia es la codimension del
rango, es decir:

dim Ker*(T) = dim Ker(T*) = dim(7(X))* = codim T(X)

Comentario 1.58. Todas los resultados pueden generalizarse sobre operadores no aco-
tados, cerrados, densamente definidos.

Comentario 1.59. La ecuaciéon no homogénea T*y = w tiene solucion general si sélo si
se cumplen las condiciones:

{(pi,w) =0

y la soluciéon no homogénea esta dada por I'*, es decir, la solucién general estd dada
por:

X = IMw + Z Ciwi
=1

Comentario 1.60. Sea la ecuacion dada por:

F(z,y) =0
F(0,0) =0

Sea T'= —D,F(0,0) operador de Fredholm para F(z,y). Tenemos que si 7" no tiene
raices, entonces es inyectiva, luego por T. Funcién Implicita admite curva solucion.

Es decir, para campos parametrizados con derivada espacial matriz sin ntcleo, se tiene
que podemos hallar conjunto abierto en A induciendo puntos de equilibrio utilizando z(u)
en la ecuacion F(z(u), p).

Nos debemos fijar en el otro caso, en el que alguno de sus autovalores sea nulo (puntos
de equilibrio no hiperbélicos con parte lineal de 1 autovalor 0, asi como en pitchfork, silla
nodo y transcritica) Lo que es lo mismo, el primer caso de nuestro anélisis de deforma-
ciones versales 4.a.

Utilizando en la descomposicion de la suma F'(u + h(u,y),y) para u+ v € Ker(T) &
Ker(m) dado por la descomposicion original.

Puede obtenerse solucién u = f(y) con y pardmetros. Luego obtenemos curva de
puntos de equilibrio a partir de pardmetros. Es decir, se generaliza el caso Silla-Nodo,
Transcritica, Tridente, asi como el de las demas bifurcaciones genéricas del mismo tipo
para R".
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Definicion 1.61 (Tipos de puntos). El origen se dice un punto regular de la ecuacién
definida por F': X x Y — Z, si existe solucion tnica (z(t),y(t)).

Asimismo, si existe una vecindad suficientemente pequena del origen en la cual la
tnica solucion esta dada por (0,0), entonces el punto se dice de no continuabilidad.

So existe una vecindad en la cual hay més de una solucién de la ecuacion, entonces
decimos que el origen es un punto de ramificacion.

El punto A se dice punto de bifurcacion si la translacion es tiene al origen como punto
de ramificacion.

Comentario 1.62. A partir de ahora supondremos que n = 1. Ademads, como para R"
todo operador es Fredholm, se tiene que la derivada satisface las condiciones.

Tx:=F(z,y) — D, F(0,0)z = W(z,y)

Usando la descomposicién por 7, 7*.
Colocando x = u + v, donde:

u = (Id —m)x € Ker(n)
v=mz € Ker(T)

Asimismo, aplicando T"

Tu="T(Id—n)z = Tu = (Id —7*)W (u + v, y)
0="Trzr=0=m"W(u+uv,y)
ecuacion equivalente a:
Te=W(z,y)

El sistema puede simplificarse a:

Tu= W(u+v,y)
0=7m"W(u+v,y)

Definimos la norma del espacio de salida como la norma del espacio isomorfo producto
cartesiano dado por:

I || Ker(myxy : Ker(m) x Y — R
(v,y) = |Jv][x + llylly

Por inyectividad del operador T, se tiene que:

De donde 37! acotada.
Entonces existe una vecindad suficientemente pequena tal que hay una soluciéon con-
tinua u = u(v,y), con u(0,0) = 0.
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Sustituyendo obtenemos la ecuacién de lyapuno Schmidt reducida.:

W (u(v,y) +v,y) =0

Esto induce un sistema de n ecuaciones numéricas en n variables:

U= Z §ipi
i=1

por estar en el nicleo de T'
De donde:

U(U, y) = u(gb s 75717 y)
Luego la ecuacion de Lyapunov Schmidt puede reducirse a:

(

(1)(§1a C ,Sn,y) = <W(u(§1, .. ,fn,y) + Z?:l §i¢i,y>,¢1> =0

L(n)(gl’ s agnay) = <W(U,(€1, s 7€n7y) + Z?:l §Z¢Z>y)7wn> =0

Donde el sistema de n ecuaciones con n incoégnitas esta formado por funciones con-
tinuas para &;,...,&, y L(0,...,0,0) = 0.
Estas funciones son C'!' con respecto de & = (&1,...,&,):

\

De LW (€, y) = <ZD u+v,y)]<u(§1,...,§n,y)-I—anéi@i,y)
Dgl(u@l,.. nry +Zm, )5y wn>
- <§px[w<u+v,y>1 (u@l,...,gn,y) +;@%y>
[ Dute Do+ 1| ) Z_
_ <lilax[w<u+v,y>1 (161 600+ - i00)

[DU(U,y)soz + 901} ,wn>

Sabemos que:

D,W (2,y) = D,F(x,y) — D,F(0,0) = D,W(0,0) = 0

De donde se sigue que:
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n

D¢, L™(0,0) = <2Dx u+v,y)]<u(0,0)+go%,o>

[Du(o,o)gol + gol} ,1/zn>

= < ; D, W (0,0) - [Du(O, 0)¢r + @l] ,wn> =0

Luego el sistema de ecuaciones tiene matriz Jacobiana nula.

Teorema 1.63 (Soluciones de ecuacion L-S). Sea F(z,y) continua en x y continua
diferenciable en x oara una vecindad de (0,0) € X xY. Sea F(X xY) C Z, F(0,0) =0
y sea el operador T = —D,F(0,0) un ®—operador con a(T) > 0

Entonces hay correspondencia entre soluciones de la ecuacion original y soluciones de
la ecuacion de Lyapunov-Schmidt dada por g = u(y, ..., &0, y) + > iy &ipi

Lema 12.1

Demostracion. Lema 12.1 O]

Comentario 1.64. Los casos que utilizamos de bifurcacién son de clase C°°, entonces
basta tomar funciones analiticas para el caso inicial.

Teorema 1.65 (Determinacién de la funcién L analitica). Supongamos:

1. El numero de raices del operador de Fredholm es 1
2. y = X € R parametro numérico pequeno

3. F(xz,)\) es operador analitico (Entonces las soluciones de aplicar T. F .Implicita
son analiticas), entonces ecuacion de Lyapunov Schmidt cumple L™ es analitica
en .

Entonces se puede determinar de forma explicita los coeficientes de la funcion analitica
L determinando la ecuacion de Lyapunov-Schmidt

Demostracion. 1. Como y = A, entonces la ecuacion de Lyapunov-Schmidt queda de
la forma analitica en:

L0, y) = 3 (ij‘fg(y)ga) +Y (Lgf%(y)fa> + ) (f:LEskz) (3J>§6)

o<1 la|>2 8120  i=1
k e k
=Y (thwe) + X (S ebiwe)
|| >2 18>0 N i=1

Por derivadas primer orden y nulo en el 0.

Para variable numérica se anula:
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L9E ) =Y (Lg‘f%(y)fa> + 2 (iL(ﬁkl) Al)fﬁ

e 820 N I=1

Como el nimero de raices L.i. es 1, se reduce atiin mas a:

(i LkJ)\l)fk — 0

=1

LW y) = (Lk,of’f) - fj

k=2 k=0

o

. Como la ecuaciéon esta dada por:

Tz = W(z,y)+ > i &z
& = (T, k)

Luego se tiene la forma:

T(E == F01 + Zi+j22 Oz»i_i_jFiJI'i)\j + 52
§=(z,7)

I+J
donde F;j = 55250, 0)

. Buscamos una solucién pequena z = (£, \) de la ecuacién anterior de manera

formal:

x = Z%‘ofi + Zfi Z%‘j/\j
i=1 =0 j=1

cuya convergencia estd garantizada para |£|, |\| suficientemente pequenios.

Sustituyendo esta forma en la ecuaciéon del item anterior tenemoes:

Lz’,j = <iUi,j7 7)

Con esto obtenemos los coeficientes de la serie de potencias de las funciones que
determinan la ecuacién de bifurcacion.

. Introducimos la notacion:

20(¢) = x(£,0)

colocando A = 0, obtenemos:

Tz = Z FiolzO) + ¢2
1=2
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Usando esta ecuacién, podemos obtener el valor de (9 en la forma de la serie:

—er Yol
=2

Por induccién, podemos verificar las formulas recursivas para 2

W =30 Y TRraY). (el

k=2 11+-+ip=s

De donde se obtiene recursivamente:

50—2 S (Fo@a) .. (Tal)), ¢)

k=2 i1+-+ip=s

Comentario 1.66. A partir de lo anterior, hay 2 casos:

1. Caso degenerado: Los coeficientes de la ecuacién de ramificacién son 0, entonces
¢ = (z,7) es dada de forma inmediata. Es decir, v tiene pardmetro libre en una
vecindad suficientemente pequena.

2. Caso cuasi-regular

Definicién 1.67 (Funcién Operador). Una funcién operador es una funciéon A : I € 7z —
L(X,Y) donde X, Y son espacios de Banach, la cual admite la siguiente representacién:

A(N) = Ay — i Ar(A = Xo)*

donde:

AO = A(X\o)

Ay = —EA ®(Xo)

Decimos que:

-1

1. A € I es un punto regular de la funciéon operador A si A7'(\) = <A(/\)) €
L(Y,X)

2. X € I es un punto singular de A si A(\) no es continuamente invertible.

3. El punto singular \g es un punto singular aislado de A si hay una vecindad V' &€

Vi) (o) tal que VA € V, X regular de A.

4. El punto A € I es un punto de Fredholm de A si A(\) es un operador de Fredholm.
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Definicién 1.68 (Cadena de Jordan Generalizada). Decimos que los elementos {npgk) Wy
forman una Cadena Ay—Jordan Generalizada (GJC) de longitud p;, asociada a ¢; si se
verifica:

1. La caracterizacion de los elementos de la cadena:
o = %, k=1
‘ ") =S A ke {2, pi}

2. Que al menos un funcional ¢, € Ker*(Aj) cumpla:

(i Bty 2o
Definicién 1.69 (Condicién de Lyapunov Schmidt). Se dice del operador no lineal F' :
X x A — Y que cumple las condiciones de Lyapunov-Schmidt si:

1. F es continuo.

2. F es continuamente diferenciable con respecto de x en alguna vecindad € € Vxxa (0, Ao):
F(x,\) = D, F(0,\)x +r(x,\)
con lim,_,o T\lel =0,V € mQ
3. El punto )¢ es un punto de Fredholm singular del operador A()\) definido por:

F(0,)) = A(\) = Ay — zq: Ar(A = Xo)* + Re(N)

k=1

[[Re(M)]|
[A=Xol2

donde limAHAO

4. El operador 7 : 2 — Y admite la siguiente representacion:

= Zm: Fy(x,\) + Re(x, )

s=1

donde lim,_,o B@VI — 0 v\ € 1,0,

[l|™

y tomando Fj operador uniforme de orden s:

Fy(t,x) = t°Fy(x, \)

Comentario 1.70. 1. Denotaremos las bases de ntucleo y del adjunto del ntcleo del
operador Aj de la siguiente forma:

Brer(ag) = {¥i}izi
BKer*(AO) = {¢z}?:1



1. GENERALIZACION SILLA-NODO 23

2. Si el primer item de las condiciones de Lyapunov-Schmidt se cumple y Ay es un
punto regular del operador D, F'(0, \), entonces hay solucién trivial s6lo en la esfera
[|lz|] < een |A— Ao <6

Comentario 1.71. SECCION 1 CAPITULO 2 CONSTRUYE, SECCION 2
DA TEOREMAS,SECCION 3 METODO ANALITICO DE LYAPUNOV-
SCHMIDT, SECCION 4 ASINTOTICAS, SECCION 5 PERTURBACION
DE PUNTOS DE BIFURCACION

Proposicién 1.72. Sea A\ punto de Fredholm singular del operador D, F(0, ), donde F'

operador no lineal cumpliendo las condiciones de Lyapunov-Schmidt; Sea max;c p; < q,

donde p; la longitud del i—ésimo GJC del operador D, F(0,)); Y sea k su nimero raiz.
La ecuacion puede reducirse a:

1.5 Silla-Nodo Chicone

Teorema 1.73 (Caracterizacion de Sotomayor de las bifurcaciones Silla-Nodo). Sea X, :
R™ — R™ familia uni-parametrizada de campos vectoriales, con X (-, ) = X,(+).2

Supongamos que X (o, o) = 0 (dado un pardmetro pgy, xo es una singularidad), que
la matriz de linealizacion alrededor de la singularidad A = D, X (o, o) verifica:

1. o es punto es de equilibrio para el campo X,,,, es decir:

Xuo(iﬂo) = X(i)?o,lto) =0

2. FEl nicleo de la parte lineal es unidimensional, es decir:

Jv € R" : Ker D, X (g, o) = (v)
3. Condiciones Silla-Nodo

{DMX(ZEQ,,UQ), D X (o, uo)(v,v)} ¢ Im D, X (g, 110)

Entonces, el campo atraviesa una bifurcacion Silla-Nodo como curva, es decir:

1. Hay una curva de puntos de equilibrio:

(v : (—€,e0) = R*xR) € C*:
Y(0) = (w0, o) N X 0y =0

con y(t) = (71(t), 12(t))

2. La curva tiene tangencia cuadrdtica con R™ x {uo}. Es decir:
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3. La familia de matrices D, X (S(t)) es infinitesimalmente hiperbolica. Es decir, que
para cualquier valor no nulo de t, la matriz es hiperbélica. Lo que es lo mismo, que
t =0 es el unico valor para el cual D, X (B(t)) es no hiperbdlica.

4. Dependiendo de los signos de {f(D,X (o, tt0)), f(DgaX (20, po)(v,v))} para algin
f € Anul(D, X (xo, o)) # {0} (garantizado porque la representacion matricial
resulta en Anul(D, X (zo, o)) = (DX (o, po))" = Ker(D,X (xg, o)) # {0}) se

tiene la estabilidad inestabilidad de las ramas.

Ademdas, el conjunto de campos vectoriales C* satisfaciendo las condiciones del Teo-
rema es un conjunto denso y abierto en el espacio de Banach de todos los campos vecto-
riales uni-parametriizados con singularidades en xg teniendo a O como autovalor simple.

Es decir, que las bifurcaciones de silla-nodo son genéricas en el sentido de que cualquier
campo vectorial puede perturbarse a una bifurcacion silla-nodo.

Demostracion. 1. Supongamos que el origen es una silla-nodo para Xy, que D, X (0,0) :
R™ — R" tiene autovalor 0 con multiplicidad algebraica y geométrica 1. Luego el
nucleo tiene un sélo generador: Ker D, X (0,0) = (v)

Por teorema de ortogonalizacién existe un subespacio ortogonal K de base B := {k;}I,
que verifique:

Jp:RxR*"! 5 R

1=2

. Con la notacién definida como arriba, consideremos el mapa dado por la proyeccion:

p:RxR"™ xR — D,X(0,0)R""
(t,z,\) — Wsz(o,O)R"X<¢(ta ), \)

De donde X (0,0) = X (¢(0,0),0) = p(0,0,0).
De la ecuacién anterior, la transformacion lineal D,p(0,0,0) : R*™! — R™"~! es invertible

En efecto, derivando:

Dxp<0a 07 O) D =T D, X (0, O)R"—lX(¢(ta l‘), >‘) <O7 07 0)
= TD, X (0,0)R"— 1DxX(¢(tv $), )‘) (O’ 0, O)
= 7p,x(0,0r1 D2 X(4(0,0),0)D,(0,0)
= D;p(0,0,0)y = 7p, x(0,0re-1 D2 X (6(0,0),0)D;¢(0,0)y
= Tp,x(0,0r-1D:X(¢(0,0),0)¢(0, y)

Como ¢,(0,0)R" 1 = ¢(0,R"!) = (k;) = K, luego es complemento ortogonal.
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Ademas D,¢(0,0) es inyectiva por ser transformacion de bases, luego es isomorfismo sobre
su rango. Luego la composicién es isomorfismo:

Rt P00 g PXEROO b X ((0,0), )R™ KEYF D, X (6(0,0), 0)R™ !

Lo cual equivale a D,p(0,0,0) es isomorfismo

. Luego existe, debido al T.F.im. en una parametrizacién de las variables espaciales, una
funciéon dada por:

h:RxR— R
:A:

t2) " !
h(p, >‘) . p(tvh(pa )‘)a)‘) =0 (t>)‘ # 0

Luego h : (t,A\) € R x R — h(p,\) € R" determina una superficie bi-dimensional en
R x R" ! x R que anula p.

. La funcién reducica de Lyapunov-Schmidt es:

7:R xR — (D,X(0,0)R" )+
(t,A) = 7T(Dch(o,o)JRn*l)lX(st@a h(t,A)),\)

Si (¢, \) raiz de 7, entonces X (¢(t, h(t,A)),\) =0 .
Tenemos que 7(0,0) = mp, x(0,0rn-1)1 X (¢(0, 1(0,0)),0) = X(¢(0,0),0) = X(0,0) = 0.

Calculemos el valor de D7(0,0):

Dyt (t,\) = Dym(p,x(0,0)rn~ 1)lX(¢( h(t,\)), A)
(D, x(0,0)Rn-1)~ DA X (¢(L, h(t, X)), )
= D7(0,0) = T(D, X (0,0)Rn—1 iD}\X((b( h(t, A)), A)(0,0)

= ’/T(DIX(O,O)R"_l)i (DwX(O, 0) [D)\(b(t, h(t, )\))(0, O)] + D)\X(O, O))

= T(D,X(0,0)R"—1)

X(0,0)[D;6(0,0)Dxt(0) + D, (0, 0) Dk (0, 0)] + DAX(O,())>

= T(D,X(0,0)R"—1)

T (Dy X (0,0)RP—1)L (DmX Dy$(0,0)Dxh(0,0) + DX (0, O))
(DmX y¢(0 O)D)\h((), 0)) + Tr(DxX(O,O)Rnfl)J- (D)\X(O, 0))

= T(Dy X (0,0)R?—1)+ D,\X )
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Por hipétesis, 0 # D, X(0,0) ¢ D, X (0,0)R""!. Por tanto, se cumple que 7,(0,0) # 0.
De donde:

Dy7(0,0) #0=3l(y: R—=R) : (v(0) = ) (T(t,y(t)) =0)
= X(o(t, h(t,~(1))), 7 (1) =

Luego hemos definido una curva (¢(t, h(t,v(t))),(t)) la cual se anula en el campo, atrav-
esando el punto (z,\) = (0,0).

. (SNB1) Definiendo 5(t) = (¢(t, h(t,v(t))),7(t)) obtenemos el resultado SNBI, esto es,
que la curva es suave y estd formada por puntos de equilibrio de .

. (SNB2) Verifiquemos que haya tangencia cuadratica:

(a) (7(0) =0): Por definicién de ~, de acuerdo al T.F.Im.
(b) (7/(0) = 0): Por la identidad de 7, podemos derivar:

= D;7(0,0) + Dx7(0,0)7/(0) =0
DtT(07 0)
=7(0) = —— =
70 =5 70,0

Recordemos que D)7(0,0) # 0. Calculando de forma andloga:

DtT(t> >‘) = DtW(DzX(O,O)R”—l)LX(QS(tv h'<t7 )‘))7 >‘>
= T(D,x(0,0)rn-1) L D X (o(t, h(t, X)), )

= T(D; X (0,0)R*—1)L (DmX(¢(t7 h<t7 A))? )\)[thb(t, h(t> /\)) + Dy¢(t7 h(tv )‘)) ’ (Dth(‘

= 7"-(D,JX(O,O)IR”*)l (DxX(¢(t7 h(tv A))’ /\)[thb(tv h(t7 /\)) + Dy¢(t’ h(tv A))Dth(tv )

= D,7(0,0) = m(p, x(00)rn-1) D X (0,0)[Dy(0,0) + Dy (0,0)D,h(0,0)] = 0 = ~/(0) =

D
(¢) (7"(0) # 0):Por la identidad de 7, podemos derivar:
7(t,7(t) = 0= Dyur(t,y(t) =
= Dy(Dyr(t, (¢ )+ Dyt (t,~()) Dy (1) =
= Dyt (t,7(t)) + Dot (8, 7(8)7'( ( xT(t,7(1)) + D (t, (t))>7/(t) +1L
= Dyu7(t,7(t)) + Dar(t,v(1)y"(t) = 0
o (0) = ~ Dy(0,0)

D,7(0,0)
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Recordemos que Dy7(0,0) # 0. Calculando de forma andloga:

DttT = _Dt.DtT<t, )\)

= T(Dy, X (0,0)R?—1)+ Dt (DxX(¢(t7 h<t7 A))? /\) [Dt(b(tu h(t7 /\)) + Dy¢(tv h(tv A))Dth(

= 71—(DQCX(O,O)]R”*)J— (szX(¢<t7 h(t7 )‘))7 )‘)[ths(tv h(tv A)) + qub(tv h(tv /\))Dth(t7

DX (68 51 ). ) (1)

+ (DxX(¢(t7 h(t’ )‘))7 )‘)[Dttgb(t7 h(t’ )‘)) + Dty¢(tv h(t7 )‘))Dth(t7 /\) + Dyt¢(t7 h(

R (Dmxw, Bt X)), MIDib(t. h(t, ) + Dy(t, h(t, \)) Dih(t
DL X(6(t, h(t, \)), ) Dyh(t, \)

= DttT(()? 0) = 7T(DQEX(O,O)]R"—1)i (DCC$X<O’ 0)[Dt¢(07 0) + Dy¢<0a O)Dth(oa O)]2
+ D, X(0,0)Dyh(0, 0))

= T(D, X (0,0)Rn—1)1 (DmX(O, 0)[D:¢(0,0) + D,¢(0,0)D,h(0, ())]2)

Ahora bien, derivamos sobre la identidad p(¢, h(t, ), A) en la construccion de
h:

0= Dip(t, h(t, A), X) = T, x0oyrn— DiX (6(t, h(£, N)), A)

= TD,X(0,0)Rn—1 <D$X<¢(t7 h(t7 )‘))7 )‘) [Dt(b(tu h(tv A)) + Dy‘

= 0 = Dyp(t, h(t, A), A)(0,0) = Tp, x(0.0)zn1 <DxX(0, 0)[Dy(0,0) + D, (0, 0) D, (0, 0)

= D, X(0,0)[D:¢(0,0) + D,$(0,0)D;h(0,0)]
= D,$(0,0) + D,¢(0,0)D;h(0,0) € Ker D, X (0,0)

Por definicién de ¢: D,¢(0,0) = v; Dy¢(0,0)D;h(0,0) € (k;) = K L Ker D, X(0,0).
Por escritura tnica e igualdad al ser combinacién lineal de la base, obtenemos

que D;h(0,0) no deberfa anularse bajo la t.1., (explicitamos arriba que era
isomorfismo), luego es idénticamente 0

De donde se verifica:

0# Dy X(0,0)(k, k) & DX (0,0)R"! <= Dy;7(0,0 #0)
Anadiendo tal hipdtesis se obtiene (SNB2)
7. (SNB3) Queremos ver que la matriz D, X (/5(t)) es infinitesimalmente hiperbdlica para

t # 0. Un tnico autovalor de la matriz atraviesa el eje imaginario con velocidad no nula
en el valor t = 0.
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Consideremos la curva B(t) = (¢(t, h(t,v(t))),v(t)).
Queremos que los puntos de equilibrio en § son hiperbdlicos para t # 0.
Ent=0,0¢c0(D,X(B(t))).

Luego por continuidad de los autovalores, obtenemos que existe una curva de asociada al
autovalor que se "hace” 0 A(t), con curva de autovector asociado v(t) verificando:

Derivando la relacién obtenemos:

0= D, X(B(1))v(t) = At)o(?)
= 0= Di(D X(B(1))v(t) = Alt)u(t))
= Di(Da X (B()))v(t) + DX (B(1))v'(t) — X(t)v(t) — A(t)v'(¢)

(

( v

= Do X(B(1))8'(t)u(t) + Do X(B(1))0"(£) = N (t)v(t) = A(t)v'(2)

= 0= Dy X(0)3(0)v(0) + Do X (0)0'(0) — X'(0)v(0) — A(0)v'(0)
=D, X(0)(k, k) + D, X(0)v'(0) — N(0)k

= 7T(DIX(o,o)Rnfl)LDmX(O)Uf, k) = W(DIX(O,O)R"*)LX(O)]{

= (D, x(0,0Rn -1~ Daa X (0)(k, k) = N(0)7(p, x(0,0)rn-1)L &

Por argumento en (SNB2), la parte izq. de la tiltima ecuacién no se anula, la parte derecha
tampoco, pero la parte derecha es producto de escalar con vector no nulo. De donde el
escalar no puede anularse, luego \'(0) # 0. Es decir, los autovalores crecen/decrecen a lo
largo de la curva 8. Como tienen una raiz en t = 0, la curva cumple que le acontece un
cambio de signo al atravesar t = 0.

Es inversible para cualquier valor por pequeno que sea t # 0, luego es infinitesimalmente
hiperbélica, (Por continuidad de los autovalores, podemos elegir vecindad de tal forma
que ninguno se anule en una vecindad del origen).

Las condiciones de los indices se sigue de forma inmediata a partir del argumento y las
condiciones de las variedades invariantes se sigue a partir de la dimensiéon de los espacios
invariantes.

O
Comentario 1.74 (Explicacion de la Demostracion). Es el método de Lyapunov Schmidt,
solo que usamos F' := 7 y encontramos solucién implicita con respecto del espacio de
parametros.

Proposicién 1.75 (Bifurcacién Silla-Nodo es bifurcacién en ambos sentidos).

Comentario 1.76. Analogamente, procedemos para los demas ejemplos en las siguientes
proposiciones.

Proposicién 1.77 (Bifurcacién Transcritica / Pitchfork).

Demostracion. ]
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