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Capitulo 1

Espacios Jet

Queremos saber qué campos parametrizados que atraviesan un tipo de bifurcacion deter-
minada nos resultan realmente importantes o son mas "probables” y pueden servirnos de
“aproximacion”. Para ello, procederemos a desarrollar la teoria de genericidad utilizando
la definicion del capitulo de estabilidad estructural.

Asimismo, queremos saber si podemos interpretar qué bifurcaciones tomar como ca-
sos ejemplo para obtener "bifurcaciones cercanas” para las cuales reinterpretar nuestros
modelos.

Para ello, utilizaremos el Teorema de Transversalidad de Thom y, mediante una sub-
variedad en el espacio de Jets, poder obtener un conjunto residual de funciones transver-
sales. Nuestras principales referencias son dugundjil966topology hirsch1976differential,
lima2008variedades y golubitsky1973stable.

1 Conceptos Previos
Definicién 1.1 (Punto critico en Variedades). 1. Un punto z de la variedad M se

dice un punto critico del mapeo suave f : M — N si el rango de la derivada en ese
punto es menor que el maximo posible. Es decir, si:

dim Im(df (x)) < min(dim M, dim N)

donde:

Df(]}) T M — Tf(m)N

2. Equivalentemente, se dice que tiene punto critico si la matriz Jacobiana del mapa
en coordenadas locales no tiene rango maximal.

3. Definimos al conjunto de puntos criticos como:

Crit(f) := {x € M : dim Im(df (z)) < min(dim M,dim N)}

Definicién 1.2 (Valores Criticos). Un valor critico de un mapeo entre variedades M, N
dado por f: M — N es la imagen un punto critico.
El conjunto de valores criticos esta dado por f(Crit(f))
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2 CAPITULO 1. ESPACIOS JET

Proposicion 1.3. El conjunto de valores criticos de una funcion f : M — R esta dado
por:

f(Crit(f)) ={y e N: (3w e f(y): f'(x) =0)}

Demostracion. Basta tomar la cadena corta de igualdades:

fCrit(f) ={yeR: (Fz € f(y) : ran(Df(z)) < min{dim M, dim R})}
={yeR: (3w e f(y) ranf(z) <1)}
={yeR: (3w e f(y ranf(z)=0)}
={yeR:(Fwef(y: f(x)=0)}

]

Definicién 1.4 (Medida Cero en variedades). Definimos a conjuntos A C M de medida
cero en variedades como aquellos que verifican:

V(Uy, o) € Arr, M(pa(ANTU,)) =0
donde A es la medida de Lebesgue.

Teorema 1.5 (Teorema de Sard). La medida del conjunto de valores criticos de un mapeo
suficientemente suave es ()

Comentario 1.6. Un mapeo puede tener como conjunto de puntos criticos uno que sea
de medida positiva (f = 0)

Teorema 1.7 (Teorema de Sard). Sea y = f(z) con (f : [0,1] — R) € C*([0,1]).
Entonces A(f(Crit(f))) =0

Demostracién. Dividiendo [0, 1] en la particién dada por Py := {[0, %],...,[22, 1]}.
Seleccionamos los segmentos conteniendo puntos criticos:

Sy = {[a,b] € P : Crit(f) N[a,b] # 0}

Por Teorema de Valor Medio, se sigue que:

V[a,b] € Sy, A(f([a,0])) < sup {|f(z) — f(y)[}

z,y€la,b]

< sup {[f(2)]- |z —yl}

z,y,z€[a,b]

< sup {|f(2)[} - (b —a)

z€[a,b]

< sup {7') ) 5

z€[a,b]

Ahora bien, se cumple que por continuidad de la derivada (f € C*([0,1])) entonces
existe una vecindad lo suficientemente pequena de x tal que |f/(y)| < % Es decir:
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Ve > 0,3N € N: (z € [a,b] € Sy = |f'(2)] <€)

Luego:
A(f(fa, 1) <
a, <
: €
= Mf(Crit() < AMf((ab])) <N - ~ S€
la,b]leSN
Lo cual cumple con la definiciéon usual de medida cero. O

Comentario 1.8. Puede probarse el Teorema de Sard para variedades con facilidad.
Sin embargo, no haremos eso debido a la magnitud del Teorema. Nos conformaremos
con enunciar que el Teorema de Sard se prueba de forma analoga al caso unidimensional
mediante el cubrimiento de bloques en los cuales el rango cambie su valor. La prueba
esta en lee2013smooth

Teorema 1.9 (Teorema de Sard en Variedades). Supongamos M™ N" (m > r ) var-
iedades suaves y f : M — N mapeo suave. FEntonces f(Crit(f)) tiene medida 0 en
N

Demostracion. Sea (V1) € Ay carta de coordenadas locales en N
Tomemos la base numerable de cartas coordenadas {(Uy,, ¥n) }nen € A

Como ¢, : U, — ©n(Uy,) y ¥ : V. — (V) difeomorfismos, entonces:

Crit(f,. ) = ¢, (Crit(¢ o f o w;ﬂmw))

Como f: M — N es mapeo suave = o fo ! : ¢, (U,) CR™ — R" es suave.
Luego por Bertini-Sard en caso euclideo:

Yo fop (Critlo fog )
(s (Crit(wo for | M)

¢ (Crit(fi,)))))
Crit(f) N U,) NV))

De donde se sigue el resultado. O
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Lema 1.10 (([A CR"] A [AA) =0]) = Ac =R"). El complemento de un subconjunto
A CR" de medida cero es denso en R"

Demostracion. Basta aprovechar que A¢ = (int(A4))¢ y que A(A) = 0 = int(A)
Ac =R"

0=
OJ

Teorema 1.11 (Teorema de Sard Regular). El conjunto de valores regqulares es denso.

Demostracion. Es reformulacion simple del Teorema de Sard con valores regulares siendo
el complemento de valores criticos con medida cero. ]

Definicién 1.12 (Subvariedad). Supongamos M variedad suave con o sin frontera. Una
subvariedad inmersa de M es un subconjunto S C M que es una variedad en la topologia
inducida 7¢ = S N 737 con la estructura suave con respecto de la cual 7 : S — M es un
inmersion suave.

Subvariedades inmersas también se dicen subvariedades regulares.

Si S subvariedad inmersa de M, codim S = dim M — dim S se llama la codimensién
de S en M.

M se dice la variedad ambiente para S.

Notacién 1.13. Debido a que las subvariedades inmersas dependen de que i : S — M
sea inmersion suave, nos referiremos a ellas usando 1.

Teorema 1.14 (Caracterizacién de Subvariedades). Podemos caracterizar a las subvar-
tedades requlares como aquellos subconjuntos S C M en los que Yp € S, toda vecindad
coordenada (U, ¢) satisface que (... 2™) = (0,...,0).

Una carta asi se dice una carta adaptada relativa a S. ¢g = wo ¢ restriccion de las
primeras coordenadas no nulas.

Demostracion. Basta tomar el Teorema de Rango constante y aprovechar que ¢ : S — M
es inmersion suave en ambos casos. O

Definicién 1.15. Dos subespacios vectoriales U, W < V se dicen transversales si su suma
es el espacio. Es decir, V =U + W

Definicién 1.16 (Mapeo Transversal). Sea f : A — B mapeo suave entre variedades
conteniendo la subvariedad C'. El mapeo f se dice transversala C ena € Aoen f(a) € B

si f(a) ¢ C o:

df (a)(To(A)) + Tp(0)C = Ty B

Equivalentemente, denotando a la subvariedad segiun i : C — B, se dird que f es
transversal a C' en x € C' si:

Va € f~Y(x),df(a) + di(a) : T,A® T,C — T,B
es mapeo sobreyectivo.
Notacién 1.17. Denotaremos por f h, C a la transversalidad de f a C' en x.

Proposicién 1.18 (Transversalidad trivial). Una submersion f: A — B es transversal
a cualquier subvariedad C < B
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Demostracion. Basta tomar:

df (a)(Ta(A)) + Ty(@)C = Ty B + Ty()C' = Tya) B
]
Comentario 1.19. La transversalidad se interpreta como una generalizacion del con-

cepto de valor regular, el cual no es nada mas que la imagen de un punto cuya aproxi-
macion lineal "completa” el espacio tangente a una superficie.

Definicién 1.20 (Transversalidad de mapeos). Dos mapeos f,g € C*(M, N) se dicen
transversales en p € N si:

Va € f7H(p),b € g7 (b),df (T.M) + dg(T,M) = T,N

Proposiciéon 1.21 (Preimagen de variedad transversal al mapeo). Si f : A — B es
transversal a C, entonces f~1(C) es una subvariedad suave en A y su codimension en A
es la codimension de C' en B.
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2 Contacto

Definicién 2.1 (Métrica Riemanniana).
Definicién 2.2 (Contacto de orden k). Sean f,g € C*(M, N) funciones suaves. Se dice

que g tiene contacto de orden k con f en z si

cuando & — x en M.
Comentario 2.3. De forma implicita f ~¥ g <= f(z) = g(x).

Proposiciéon 2.4 (Contacto induce Relacion de Equivalencia). Se induce una relacion
de equivalencia de funciones que tengan contacto de orden k en x entre si segun:

Demostracion. 1. (Reflexividad) Es inmediato ver que:

pn(F(€), F(€)) =0 < Opu (€, 2))*

2. (Simetria) Analogamente:

px(9(6). F(&) = pn(£(€), 9(8)) < Olpu (&, 2))"
3. (Transitividad) Usando desigualdad triangular:

pn(F(€):h(€) < pn(f(€), 9()+on(9(€) h(€)) < Opar(€. ) +O(par(€, 7)) = O(par(€, )"
O
Proposicién 2.5 (~*=~*"1). Si dos funciones f,g € C*¥(M,N) tienen contacto de
orden k en x, entonces tienen contacto de cualquier orden menor a k en x. FEs decir:
frltg=f~1gvjed{0,... k}

Desmotracion. Basta tomar la definicién de orden asintético:

[

Comentario 2.6. En el caso en que tomemos espacios normados, basta tomar la defini-
cion por limite:

lim

g OO o vy g0 i, WO _ WO = o _ s

1§ — | e flE—afft
=0 Jim [J¢ — |
E—x

=0
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Definicién 2.7 (Contacto de hasta orden k). Sean f,g € C*(M,N) funciones suaves.
Se dice que ¢ tiene contacto de hasta orden k£ con f en x si:

1. f~kyg
2. Vj >k, fdlg

Denotaremos esta relacién segtn:

[ty = <(f~§9)/\(VjZk,f74§;9))

Comentario 2.8. Diferenciamos contacto de hasta orden k con el contacto de orden k
para mayor formalidad. En la literatura usual ambos son usados indistintamente y suele
darse de forma inmediata esta distincién.

Definicién 2.9 (Transversalidad en el sentido de contacto). Decimos que dos funciones
son transversales en el sentido de contacto si tienen contacto de hasta orden 0.

Proposicién 2.10 (Equivalencia de definicién de transversalidad). Ambas definiciones
de transversalidad son equivalentes en el sentido de que las imagenes de sus derivadas
son subespacios transversales del espacio suma (directa) de las imdgenes de las derivadas
de cada funcion

Definicién 2.11 (k—jet). La clase de equivalencia de mapeos suave con respecto a la
relacion de equivalencia de contacto de orden k en x se dice k—jet en x.
El k—jet de una funcién f en un punto x se denota por j*f y se escribe:

jEf={geC": f~!g}

Proposiciéon 2.12 (Expansién de Taylor determina jet). Tomando M = R™ N = R,
el k—jet queda totalmente determinada por el polinomio de Taylor de grado k. FEs decir,
dos funciones estan en el mismo k—jet si solo si tienen el mismo polinomio de Taylor de
grado k.

Demostracion. 1. Sabemos que como f € C¥(R™;R"), entonces por polinomio de
Taylor:

e -Phe) o fO-PhE-1 . f©)-PLE—1)
e L [ A S [T

De donde, aplicando notacién usual:

px(f(€), Pfo(€ — ) < O(pu(&,2))" = f(€) ~ Pf,(€ — )

Entonces toda funcion tiene contacto de orden k£ en x con su polinomio de Taylor.

2. Verifiquemos que, en efecto:

PE,(t =) # Py (t—a) = f g

=0
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(a) Sabemos que, para f,g € C*:

1PE 6 =) = Pl =a)ll =130 5D @) —a) = - < Dgla)e =Vl
- 1 J J J
- ||j:0ﬁ(z> )= Digla) ) € = oV

(b) De donde:
P (€—1) =Pl (§—1) < Pf(6—u)— Pr(6—1)=
1 J j i_
= 35 (P P )6 oy <0

(¢) Como la tltima funcién, con variable &, es un polinomio en términos de las
componentes de &, se tiene que lo ultimo se cumple si sélo si los coeficientes
de cada monomio de componentes de £ es 0, como esto sélo depende de los
valores de los coeficientes en la forma dada, tenemos que:

sz(g —1z) = P;z(g —1r) < Vj€{0,... ,k},%(Djf(x) — ng(x)> =0
< Vj€{0,... .k}, D’ f(z) = DVg(x)

(d) Denotando Pf_(t—x), Py, (t—x) como las funciones inducidas por el polinomio

de Taylor con variable ¢, tenemos:

Pﬁm(t — 1) # P;m(t —x) = 3jo € {0,...,k} : D f(z) # Dg(z)
o Hf_xHjO Jo f(2) — DIl (5—x)j0
= | (st - o) =T

D DI { R ) [

5€{0,.k}—{jo} 7

(e) Sabemos que una forma r—lineal simétrica se determina a partir de los ele-
mentos de la base. Luego:

(Drf(ft) - D’“g(x)) =0 < ||D"f(x) — D"g(x)|| =0
— HDTf(.I') - Drg(x)HSymmr(Rm,R") =0

— v e ®")| (fo<x> - D’:q(a:)) ()] =0
— W' e (R™)", (Drf(x) - D’”g(x)) (v") =0

= (D10) = Drg(a)) 20 <= 30 € @) (D7F0) - Do) ) () £ 0



2. CONTACTO 9

(f) Finalizamos aplicando en argumento anterior para obtener:

Pfo(t =) # Ppo(t — 2) = ||Pf,(u’) — Py (up)ll

([l () - g

Jo!

DY lu(Djfcc)—D]’g(oc))ué

7€{0,.. k}—{jo}

dlunll®+ 3 (D) - Dig(o) )

7€40...k}—={djo}

Jo
Up

[|uof [0

. ) Jo -z
donde %(Djof(x) - Djog(x))p?()% = a(up) # 0 vector en funcién de ugy
vector que cumple condicién anterior. Ademads, se cumple a(tug) = a(ug).

(g) Luego tenemos que si se tiene contacto de orden k, puede verificarse de forma
explicita el calculo de limite a partir del polinomio de Taylor asociado uti-
lizando:

[|1PF, (tug’) — Pya(tuy)|

= lim

a(tup) ||tu0||]°—|—]02:1 ( — Dig(x ))1

10+ |[(tug )0 | =0+ || (tug)o
Jo—1 ]
1 . - tud
= li § D f(z) — D’ —0
JMim a(uo) + ||tu0||ao T ( /(@) g(x))lltuollﬂ

(h) Como para que tenga orden k, debe a lo menos tener orden k — 1 (si tiene
orden k entonces tiene orden k£ — 1, por contrareciproco, si no tiene orden k—1
no tiene sentido preguntarse si tiene orden k), entonces basta asumir la tltima
sumatoria como tendiendo a 0. De donde:

[|1Pfo(tud’) = Py (tug)| =
1i T 'g,x — (¢
ok [Ctuo)]| ok ‘L(UOH;RJ()
et l.
A ||| 70

De donde se comprueba que f ¥ g

Ejemplo 2.13. Tomemos f(z,y) = z,g(z,y) =y — x°.

1. Se tiene contacto de orden 0 en (0,0):

£(0,0)=0=0-0?= ¢(0,0)
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2. Tomando contacto de orden 1:

(a) Expandiendo el cociente a limitar:

1 f(2,y) — g(z,y)l
(2, y)|! ||(w ol

— Dg(0,0)(x ) — gl ) + Dg(0,0) (. y>||)

(||f(rc y) = DF(0,0)(z,y) + DF(0,0)(z,y)

—H (e = Do)

\
ol (g — Dyg(0,0)(z, y))
S

1(210.0) - D00 |
Ademaés:
21(0,0) — 22(0,0) ZL(0,0 (
_|[Df(0,0)(x,y) — Dg(0,0)(x, )l . ] [ax( ) = 52(0,0) 3£(0,0) — 5
lim = lim
(z,y)—>(0,0) H(l‘,y)” ($7y)_>(0’0) H(.T,y)“

o Ml

@y)—00)  ||(z,y)]|

1 x
= Iim 1 1| ——
W LU ke T M |

Luego e; es vector unitario como en la demostracion

(b) Ahora bien, supongamos que:

im W@y —g@yll o (e —glte)ll
(2,9)~(0,0) [(z, y)]| 107" Il
— tl_lgEL Hf(tel)l |;| |g(t61)H tl_lf(ﬂ %(f(tel) . Df(O, O)tel)

n % <g(t61) — Dg(0, 0)(tel>>
+ %t(Df(O, 0)(e1) — Dyg(0, 0)(61>> H

ri(t) | ra(f)
t + t

= lim

t—0t

€1

L MGt = glten)]
t—0+ ]|

= [leal]
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De donde basta notar que para t arbitrariamente pequeno, nunca se anulara
el sumando e;. Por tanto:

1
f 74(0,0) 9
3. Por proposicion, no es necesario verificar contacto de orden superior.

Utilizando la tdltima proposicién, podemos reducir el problema verificando que el poli-
nomio de Taylor de un polinomio es éste mismo, de donde si no son el mismo polinomio
(como construccién en el dlgebra de términos usual), tampoco tienen el mismo contacto.

Definicién 2.14 (J¥(R™ R")). El conjunto de todos los k—jets en x € R™ de funciones
de clase C*(R™,R"), se llama el espacio de k—jets de R™ a R", se denota por J¥(R™ R")
y se escribe como:

CkH(R™ R"
Jf(Rm,Rn) — ( k? )

Denotamos a la funcién que asigna a toda funcién su k—jet en x como j* = Tk

Definicién 2.15 (J¥(R™ R")). El conjunto de todos los k—jets de mapeos de clase
C*(R™,R™) (en todos los puntos posibles de R™) se llama el espacio de k—jets de R™ a
R". Se denota por J*(R™ R") y se escribe como:

JHR™ R = | ] JER™ R
zeX

Denotamos a la funcién que asigna a toda funcion , a la funcién que asigna su k—jet
en x, llamada extension k—jet de un mapeo como:

e G f e RS

Definicién 2.16 (Fuente y Objetivo). Sea o = j¥f € J*(R™ R") un k—jet, entonces
existen 2 unicos puntos llamados fuente p y objetivo ¢ de forma que Vf € o, f(p) = q.
Definimos las funciones fuente y objetivo segun:

a: J¥(R™ R") - R™
o—Dp

g: J*R™ R") = R"
o—(q

Cuando queramos agrupar todos los k—jets con fuente en U y objetivo en V', escribire-
mos J*(U, V)

Definicién 2.17 (Mapeos Ty, Tyv). Sea (f : U — R) € C*, definimos las funciones T}
segun:

Thf:U — Py
xHPJﬂ“’x(-)
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La cual es biyeccién por toda clase siendo representada por un tinico polinomio.
Definimos funcién Ty :

Tyy : J5(U,V) = U x V x (H;":m;})
o = (a(0), 8(0), T fi(e(0)), . .., T fn((0)))
la cual es biyeccion por ser composicién de biyecciones.

Comentario 2.18. 1. Notamos que Ty no depende de U, V' para su regla de corre-
spondencia, sino tan sélo para su definicién. En efecto, si no definiéramos T3 no
tendrfamos todas las funciones disponibles que son de clase C* definimos sélamente
sobre un abierto de R™.

2. Cuando las variables sean una cantidad finita x,...,x,

0 0
,a—i(x),...,ax{l(as),...)

TU,V o e d (QT,f(JT)

Esto siendo valido por el espacio de polinomios de grado k y n variables P}’ siendo
un espacio vectorial finito dimensional.

3. El espacio de jets puede construirse sobre variedades o como un haz (Jet Bundle).
Esta construccion esta dada en textos como Golubitsky o thom transversality theo-
rem. Nosotros nos cenimos a R”, R™ para darle una estructura mas sencilla y evitar
colmar los preliminares y las demostraciones de la notacion de cartas.

Proposicion 2.19 (El espacio de k—jets es variedad). Se cumplen los siquientes resul-
tados sobre los espacios jet:

1. J¥(R™ R") variedad suave (m +n + dimm("zk))—dimensional

2. J*(U,V) variedad suave (m + n + dim m("zk) )—dimensional

3. Los mapeos fuente, objetivo y el producto cartesiano de fuente y objetivo son sub-
mersiones

4. Sig:R™— R" es diferenciable entonces j’g : R™ — J°(R™ R") para b < k es de
clase C*=?

Demostracion. 1. Vamos a tomar las cartas dadas por:

Yoy =¢oTyy : J*(U,V) = R" x R x I, R’

donde ¢ proyecta todos los polinomios a sus coordenadas en espacios R!, para

L= ()

(a) Sabemos que es biyeccion por ser composicién de biyecciones.
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(b) Dotamos de la topologia inicial:

7= {Yy (W) C JEU, V) C JER™ R W € TRmean;nlel}

que hace todas estas funciones sean continuas (las cuales inmediatamente se
hacen homeomorfismos). En particular:

Yy (B™ (o) x B™(yo) x B™ (%)) € J*(B™ (w0), B"(y0))
Para B™(x0), B"(yo), B™(29) bolas abiertas sobre cada espacio euclideo.

(¢) Vemos que los abiertos son de la forma dada por los dominios de las cartas.
En efecto: La pre-imagen preserva el algebra de conjuntos dada por unién
e interseccién, como todo abierto estd dado por unién arbitraria de abiertos
bésicos, y el producto cartesiano de bolas abiertas forman dicha base, tenemos
que:

Ypy(UxVXR™ C ) ¢py(B™ x B"xR™)
Bmefy,Brefy
c Y JsxBmBY
BmeBy,BrefBy
= JNU, V)
C Yy (U xV xR™)

Luego efectivamente es topologfa para J*(R™, R")

(d) Por propiedad de topologia inicial, sabemos que es Hausdorff y segundo nu-
merable por funciones que la caracterizan siendo biyecciones y por la base
numerable de los espacios euclideos.

(e) Ahora bien, queremos probar la suavidad de los mapeos de transicién:

Yw,z o (V) R™ x R* x I RN — JHU, V) N JHW, Z)
=JNUNW,VNZ)
— R™ x R" x II"" | R’

Luego expresamaos:

w,z o (W) (@, 2) = (poTyy) o (poTwz)  (z,y,2)
= ¢ o TU,V o TI;/}Z o (bil(xvi% Z)

=¢oTyyo T‘;/}Z(x, y,ptD o plm)

= poTyyo con (pi(),....pI™M () € o,a(0) = =, (B(0) = y)
=¢o(z,y,p", ..., pI™)

= (2,¥,2)

Luego cada mapeo es trivialmente diferenciable por ser la identidad en los
puntos donde la interseccion no sea vacia.
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2. Basta cambiar la prueba anterior llenando los abiertos U y V' con las bolas abiertas
que estén dentro de cada uno.

3. Los mapeos fuente, objetivo y producto cartesiano son componentes del mapeo Tty .
La composicion con ¢ no les afecta, por solo afectar a las tltimas componentes. De
donde ambas son la proyeccion a las primeras coordenadas en coordenadas locales,
por tanto, son suaves en coordenadas locales

4. Basta tomar la funcién en coordenadas locales con respecto de la carta vy y:

")

Yuy o jbg R — R™ x R x I RY

x> Yoy (ile) = (z,y,pY, ..., pim)

Por ser funcién continua o derivable segin si b = k o b < k, se tiene que el mapeo
serd de clase Ck~?

]

3 Jet Euclideo

Definicién 3.1 (Conjunto Jet). Definamos las nociones auxiliares para identificar al
espacio jet con un espacio euclideo.

1. Escribamos al conjunto jet:

J"(K) = {{f* € C(K)}pjzm : k € N"}

conjunto de funciones funciones continuas indexadas por k£ multi-indice de orden
hasta m. Este conjunto esta dotado de la norma de supremo dado por:

I{f  wzmll = sup | f*(2)]

€K, |k|<m

2. Definimos el operador derivada k como:

D* . J™(K) — J (K
{Mzm = L H<m-w
3. Para todo g € C™(R",R) el jet inducido se describe como:

4. Definimos al polinomio inducido de un jet como:
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e J™(K) = C°(R™,R)

(Ym0 gy = 3 0 )

k!
|k|<m
el cual es un operador lineal.

5. Denotaremos al jet inducido por el polinomio inducido como:

L Y kzm = T Y kzm) € J™(K)

6. Definimos la funcién resto inducida como:

re Y wem = L Ywi<m — B iem € T (K)

Proposiciéon 3.2 (Propiedades del conjunto Jet). Se tienen las siguientes propiedades
del conjunto Jet:

m m __ ..m
Teg OTy =T,
m m m
Tg OTy =T,
m m __ _1m m __Im _ Fm o_ ,m _m
tiror, = —tjtor, =t —t" =1y, T

Ademdads:

M Hu<m)® = 2=t "o DF{ Y y<m

Demostracion. 1. Basta componer y aprovechar propiedades combinatorias:

(z = b)*

G e () = G007 | Y S5 0) | ()
k| <m
r—a)l a—bt .
:UIZ:( I Ik; <(/<—)1)1 )
" (b _k ! k—I
= Z fk—(!)Z(l>(x—a) (a—0b)
|k|<m <k
= C ) = g ea)

|k|<m

El paso entre la segunda y tercera igualdad viene dado por definiciéon de binomio,
mientras que el paso entre la tercera y cuarta igualdad viene dado por:
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Z(];)(x 2 ﬁ 3 ( )93 —a,)" (ai=b) 7l = ((z—a)+(a—b))" = (z—b)"

lgk =1 1,=0
2. Basta aplicar J™ para obtener el jet inducido sobre el dltimo item.

3. Basta desarrollar la composicion:

rat o L Y wi<m = 8 (L Y ik<m — B LS Y ikj<m)
= {"Ykem — G wi<m = T Y k<m — G Hii<m)
= { Y kzm — G Y i<m — T Y k<m + T 0 7 Y pi<m
= { Y im = L Y wi<m — T Y p<m + G Y iki<m
= {Ykim — T Y ri<m
= 70 j<m

4. Basta extraer los dos ultimos términos de la segunda a cuarta igualdad:

i oy { Y iki<m = T (L Y wg<m — T F ikt <m)
= T /" Yptem — B0 0 G Hipt<om
= T Y kg<m — G L Y ri<m
= (T = ) r<m
= =0 L Yki<m + T Yk <m
— (G Y k<m — TS iy <m)
=ty o { "} j<m

5. Desarrollando:

(Do T ) = S He) ™
=y Ee g

d<m-el |
_ Z (f ;‘a)] (Dk{fl}\l|§m>j+r(a)
|31 <m—k|—|r| ’

= (ta ™ o DF{ M} j<m)’

6. Basta calcular la k-ésima componente de 7"

(ra{f Y u<m)® = U Ynem — T L Fem)®
FE = @ S pm)”
= "= (D o T { Y y<m)”
= fF o DM Myen) = £~ M o DM ycm
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Con lo ultimo dado por el hecho de que la primera funcién del jet inducido es la
funciéon misma.

]

Ejemplo 3.3 (Computacién en espacio Jet). 1. Sabemos que el espacio Jet J* queda
determinado por las cartas que envian toda funcién f a su fuente a, objetivo f(a) y
a su polinomio de Taylor sobre la fuente Pj{a (r — a). Recordemos que el polinomio
de Taylor para una funcién euclidea viene dado por:

Pfa Z DJ a)(z —a)’

|J|<k

Lo cual nos permite obtener las coordenadas del polinomio explicitamente. Cal-
culemos 3 casos:

(a) Caso 1: f:R—R, k=3

lf"(a), éf///(a)> GRS

2 = (o f(a), @),

(b) Caso 2: f=(fi,fo) RZ—=R*® k=3

Jaf = <a17a2> fi(a), fao(a), O fi, Oof;,
—— < 2 .

Ve Vv
fuente objetivo ord. 1
1 1 1 1 1 1 1
§allfia §al2fi> 5822][.1" galllfia 68112fi7 68122fi7 68222](1'),
ora,. 2 or(‘ir. 3

con dimension total 24+2+2-24+2-3+2-4 = 22.
(c) Caso 3: f:R" - R™, k=3
: df; 1 0%f; 1 &
3¢ 7 + 7 1 4
jaf a (a7 f(a)7 31’j ((l), 28%8% (CL), 68[Ejal’]€8$l ¢

con ¢ =1,...,m y multi-indices simétricos. La dimension total es:

n+2
m
3
De entre todos, preferiremos mantenernos en el espacio dado por J'(R;R) para
poder visualizar su geometria, al ser isomorfo a R?.

(n—l—l)
n+m-+mn-+m 9 +

2. Tomemos el polinomio parametrizado f,(z) = p — a?. Dicho polinomio, al ser
interpretado como curva, debe convertirse en un polinomio de Taylor en cada punto
donde se defina. Tomando un punto fijo, arbitrario a € R tenemos:

Py o(z —a) = fu(a) + f(a)(z — a)
= (n—a’) + (—2a)(z — a)
= (u+a*) + (—2a)z
=P, o(z —0)
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donde g,(z) = (u+ a*) + (—2a)z. Se presentan 2 situaciones:

(a) Graficando la curva en J* asociada a f,, tenemos:

jlfu(a) = jclzfu = ((I, w—= CL2, —2(1) = (a’ _a2’ _QCL) + M(()? 1, 0)
lo cual es una curva parabdlica de la forma w; (a) = (a, —a* —2a), que se
translada a lo largo del eje Y (el cual representa a las imagenes).

(b) Graficando la curva en J' asociada a g, tenemos:

7'9,(0) = jog, = (a, u + a*, —2a) = (a,a? —2a) + p(0, 1,0)

de donde tenemos otra parabola wq que se translada a lo largo del eje YV’

Notamos que la extension de las funciones f, y g, pueden reescribirse de la forma
general como:

h(p, a,b) = p+ (—2a)x + a’
= p+ (—2a)(x — b) — 2ab + a*
= (u+ala—2b)) + (—2a)(z — b)

asi se tiene que la proyeccion se da de la forma w'(y, a,b) = (a, u+ a(a — 2b), —2a)

dicha proyeccion sobre el espacio jet toma los valores:

W1<,u, a, CL) = j;fﬂ
wl(,ua a, O) = jolgu

de esta forma, se tiene que toda funcién parametrizada f,, tiene una extension jet
sobre un punto a de la forma j; f,, la cual admite multiples funciones g, con la
misma extension, pero sobre un punto fuente distinto. Las graficas de ambas son
distintas, pese a que las extensiones del polinomio no lo sean y esto viene dado por
la dependencia en el punto sobre el cual se generan. Es decir, sobre la fuente.

Procederemos a realizar la expansién original de forma completa sobre J?:

P oo = 0) = fula) + (@) — @) + 3 fl(0) o — )
= (14— @)+ (~20)(x — ) + 5 (~2)(x — a)
— (1= )+ (20)(e — a) ~ (2 - )
— (1) + (-1’



3. JET EUCLIDEO 19

Notamos que la expansion del polinomio de Taylor coincide con la funcién original,
pese a que haya diferencias con la expansién en J'. De manera similar tomamos la
funcion general como:

h(p,a,b) = (n—a®) + (=2a)(z — a) + (~1)(z — a)’
= (1 — 2ab+ b*) + (—2a + 2b)(x — b) + (—1)(x — b)?

asi se tiene que la proyeccion se da de la forma w(u,a,b) = (a, u + b(b — 2a),2(b —
CI,), _1)
dicha proyeccion sobre el espacio jet toma los valores:

wg(:ua a, a) = jgfli
WQ(IU’J (1/, 0) = ]ggu

Ahora la funcién determinada es tinica en el sentido de que (i) + (—1)z? = f,(x)
son la misma y tienen la misma extensién. La tunica diferencia de la extension
vienen dada de que al inicio se escribe en la base {1, (z — a), (z — a)?} y al final
se escribe en la base {1,x,2?}. Se puede ver que la funcién parametrizada admite
una grafica que satisface:

w'(i,a,a) = (a,pp — a®, —2a) = w(a, p — a*, —2a, —1) = Tw?(u, a)
3. Si tenemos una funciéon parametrizada con una expansiéon de Taylor conocida:

Ph e —a)= Y =D (@) - oy

1
|j|§k‘7'

un punto que queremos tomar como nueva fuente b y con ello, tener las coordenadas
locales del espacio Jet, tenemos que existe una funcién de transicion w(\, a,b) que
induce otra funcién g, de tal forma que tengan la misma extension,pero que la
fuente sea distinta.

4. Ahora bien, con esa dificultad de calculo aparte, tenemos que toda funciéon parametrizada
puede tomarse de la forma (A, a) = w(A, a,a) y podemos calcular la funcién cono-
ciendo un polinomio de Taylor a partir del cambio de coordenadas dado por w. En
particular, una curva de funciones induce una superficie de funciones en el espacio
Jet.

Teorema 3.4 (Cambio de base Polinomios). El cambio de base en el espacio de polinomios
dado por las bases:

fadequdda

viene dado por la matriz:

vdvqdvquw
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Demostracion. feqfeqfeq O]

Comentario 3.5. Una curva sera transversal a una variedad si completa el espacio, o lo
que es lo mismo, si los coeficientes verifican:

5
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4 Teorema de Transversalidad de Thom

Definicién 4.1 (Definiciones auxiliares). Definimos para un mapeo j : B — C*°(R™ R")
que toma puntos de un conjunto B y devuelve funciones el mapeo evaluacion asociado:

:R"x B —R"
(x,0) = j(b)(x)

Asimismo, definimos el conjunto de valores para los cuales las funciones resultan
transversales a W < R" como:

Ty = {be B: j(b)h W}

Lema 4.2 (Teorema de Transversalidad paramétrica). Sean W < R" subvariedad, j :
B — C*(R™ R") mapeo (no necesariamente continuo) con B variedad suave.

Supongamos que el mapeo de evaluacion ® : R™ x B — R™ es suave y que & h W,
entonces TJmW es un conjunto denso en B.

Demostracion. 1. Sea Wg = @~ 1(WW), tenemos que:

OHW = We=0'(W)<R" x B

2. Sea Ty, * Wo <R"xB— B proyeccién restringida a We.

3. Supongamos que b ¢ Im( ). Podemos deducir:

7T|W<I>

b ¢ Im(m, )= B(x,b) € W <R™ x B : Ty, (T,0) = b
= 3P (x,b) € Wy, (x,0) = b
= OR™HNW =j(b)(R™)NW =0

por argumentar por contrareciproco en el ultimo argumento. De donde j(b) th W

4. Supongamos que dim Wy < dim B. Es inmediato que A(7(Ws)) = 0 por ser subvar-
iedad de dimensiéon menor al espacio ambiente, luego puede ser cubierto de forma
arbitraria por abiertos de B. De donde hay el subconjunto B — Im( ) es denso
en B, verificando que para sus elementos j(b) h W

Tlwg

5. Por item anterior, podemos asumir que dim Wg > dim B

6. Sea b un valor regular de Ty, ¥ sea x € R™. Tenemos que:

(2,5) ¢ Wo = (a,b) = j(B)(x) & W = j(b) th, W

Luego podemos asumir que (z,b) € Wg. Como b es un valor regular de Ty ¥
dim Wg > dim B:
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Tz p) (R™ x B) = TiapyWa + TippnR™ x {b}
= D(I)(;t,b)T(z,b)(]Rm X B) = D(I)(JJ, b>T($,b)W<I> —+ D(I)(ZL’, b)T(va)Rm % {b}
= D®(,b)T(o (R™ x B) = Tyty)W + D(j(b))(2) T,R™

Ahora bien, sabemos que ® h W, de donde:

D (z, b)T(va) (R™ x B) + To@nW = To@mnR"
= Tiw) )W + D(j(0)(2) ToR™ + To@pyW = To@y)R"
= D(j(0)(2) R + Ty W = To(enR"
= j(b) h, W

7. De donde B — CritVal(mW@) - T]mW Como este es el tnico caso que faltaba por
verificar y el subconjunto de valores regulares es denso, se sigue el resultado.
]

Corolario 4.3. Sea j(b) = Gy, mapeo que indeze a una familia de mapeos parametrizados,
la cual es suave. Se cumple:

GmWSR”:JTW:B

Comentario 4.4. Podemos reformular el corolario como sigue: Dada una familia de
mapeos parametrizados, los cuales son tranversales a una subvariedad de la imagen (En
el sentido de que puedan completar todo el espacio segin suma de vectores tangentes
respecto de sus pardmetro, asi como de sus coordenadas espaciales), verifica que la "may-
oria” de los mapeos que conforman dicha familia son transversales a dicha subvariedad.

Corolario 4.5 (Mapeos jets parametrizados son densos). Sea G : R™ x B — R™ mapeo
suave y ®(x,b) = j*Gy(z) (es decir, que j(b) = j*G, € J*(R™,R")). Entonces, se tiene
que:

oW =Th, =B

Comentario 4.6. Notar que la tnica parte en la que usamos la condiciéon de que los
mapeos sean de clase O es para garantizar la suavidad arbitraria del mapeo j*G,.
Es decir, los mismos teoremas aplican sobre mapeos de clase C* si consideramos que
j: B — CFR™ R"), con G, € CFH(R™; R").

Sabemos que a lo menos, para R” R", podemos aproximar funciones continuas por
funciones de clase C* (azagra202lcalculo). Recordemos que nuestro problema versa
sobre aproximar problemas de bifurcacién (campos paramétricos) de clase C*, pues para
ello hemos introducido los conceptos de espacio Jet y transversalidad. Como nuestro caso
es practico y por demas aplicativo, basta con aproximar a la funcién seguin la construccion
dada por particiones de la unidad del texto, para obtener un mapeo arbitrariamente
cercano, luego sobre ese campo sabemos que podemos obtener una aproximacién segin
los campos atravesando bifurcaciones que resulten genéricos.
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Definicién 4.7 (Topologia C* de Whitney). Sea U € Tyk(x,y) abierto, con X,Y var-
iedades suaves. Definiendo el conjunto:

M(U) = {f € C*(X,Y): (' /)(X) C U}

Es posible definir como en golubitsky1973stable, que {M(U)} es una subbase (en
realidad, es una base) para una topologia en C*°(X,Y") si U € 7;x(x,y). Esta topologia es
la topologia C* de Whitney. Es en ese sentido en el que diremos que un conjunto residual
es "abierto”.

Comentario 4.8. A partir de ahora asumiremos que como en el texto citado, hemos
generalizado los resultados a variedades. La razon es que necesitamos saber que el con-
junto de llegada sea una variedad para aplicar los resultados sobre el espacio jet como
variedad, teniendo mapeos suaves entre variedades segin j* : X — J¥(X|Y). Esto s6lo
es para saber que podamos obtener conjuntos abiertos en la definicion de residual, por lo
que no es la parte de mayor importancia.

Lema 4.9 (Criterio de Transversalidad). Sea X,Y wariedades suaves, W <Y wuna
subvariedad de codimension codimW =k y f: X — Y mapeo suave. Sea v € X, f(x) €
W. Supongamos que:

U € Viyr)(f(2),3(¢: U = RY) W NU=¢"10)

Entonces:

fh, W < ¢of submersion

Demostracion. Sabemos que Ker Do(f(x)) = TyyW. En efecto:

1. (D) Por caracterizacion de la derivada por curvas:

2. Por ser ¢ submersién, todos sus puntos son valores regulares. De donde:

¢ (0)=WNU = dimTj,)Y = dimKer(D¢(f(z))) + dim R
= dim T} (,)Y = dim Ker(Do(f(z))) + codim W
= dimY = dim Ty)Y = dimKer(Do¢(f(z))) + dimY — dim W
= dim Ker(Dg¢(f(x))) = dim W = dim T,y W

De donde sélo queda que son idénticos



24 CAPITULO 1. ESPACIOS JET

Ahora bien, la transversalidad se sigue de:

— Tiw)Y =Ker Do(f(x)) + Df(x)T, X

Recordemos que:

(¢ : U — R¥) submersién = (D@(f(x)) : TyyU — R¥) sobreyect.

Afirmamos que:

(D(¢o f)(x) : T.X — R¥) sobreyect. <= Tj,Y = Ker Do(f(x)) + Df(2)T, X
En efecto:

1. (=) Si es sobreyectiva, entonces:

w € Trp)Y = Ju e T, X : D(¢o f)(x)u= Do(f(z))w € R
= Do(f(z))[w — Df(zx)u] = Dé(f(x))w — D(¢o f)(z)u=0
= [w — Df(z)u] € Ker Do(f(z))
= w € Ker Do(f(x)) + Df(x)T, X
= Tiz)Y < Ker Do(f(x)) + Df(x)T, X < Tio)Y
= Ti)Y = Ker Do(f(x)) + D f(x)T, X

2. Supongamos que se admite la descomposicion:

Trw)Y = Ker Do(f(2)) + Df ()T, X = Vv € RF3w € Tyy)Y = wy + ws : wy € Ker Do(f(x)), wo
= Do(f(2))[wr + Df(x)u] = v
= Do(f(x))wi + Do(f (x)) D f(x)u = v
= D(¢po f)(x)u=v

Luego se sigue la sobreyectividad.

Por ser equivalentes, se deduce que ¢ o f es submersiénen x si sélo si f mh, W L

Proposiciéon 4.10 ( Ty Abiertos). Sea X,Y wvariedades suaves con W < Y, W € 7§
subconjunto cerrado que es a su vez subvariedad cerrada de Y. Sea el conjunto de las
funciones transversales:

Ty = {f € C¥(X,Y): fh W}

Entonces Ty € Te(x,y) en la topologia C*
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Demostracion. 1. Definamos el conjunto:

U:={c=jif e J(X,Y): (B(oc) ¢ W)V(B(c) € WIANTp)Y = T,W+Df(x)T,X])}

2. Como M (U) = Ty por definiciéon. Basta probar que U es abierto bajo la topologia
de Whitney que acabamos de definir.

3. Sea V. = JYX,Y) — U. Sea {0p}ren C V secuencia convergente y sea o =
limk_m() Of.

4. Como:

WeCU=VCW=VkeNalo) eW

Ahora bien, como W es cerrado y 3 es continuo, se sigue que:

B(o) = lim B(ox) € W
k—o00
De donde sélo falta verificar que para f que represente a o, f i W

5. Tomando f : z € X — f(z) € W (dado por f(o) € W), tenemos que podemos
usar 2 cartas:

gOZUIETX

w : Uf(w) € Ty

donde Uy,y € W. Por Teorema de caracterizacion de subvariedades inmersas o
regulares de lee2013smooth, tenemos que podemos escribir en coordenadas a la

subvariedad W como el subespacio dado por W AN {0} x R* € R™. Ademis,
podemos escribir p(z) =0 € R™.

6. Usando ¢ = 7, 0¥ : Upw) = Y(Usw) S R® = R y o f: Use) = R
mapeo suave, tenemos que podemos aplicar el Lema (recordemos que n — k =

codim W y m submersion, por composicion con ¢ submersion por ser carta, tenemos
que ¢ es submersion) de tal forma que:

fih, W < ¢o fsubmersion en <= ¢o f o ' submersién en 0

7. Lo ultimo es equivalente a que:

pofop ted {AcR™ ™M ran A <n—k}

Sabemos por teoria basica de algebra lineal que por medio de las continuidad de la
determinante y de las proyecciones, obtenemos que el conjunto descrito es cerrado.
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8. Considerando:

K R™ x W x R™*" g 77/}U1,Uf< (Jl Rm Rn ) N Rmx(n k)
(x, f(x),B)— ¢po B
Tenemos que por continuidad de 7, inmediata por ser composicién de proyeccion
con ¢ continua: p~'({A € R™ % : ran A < n —k}) € R* x W x R™*" es

cerrado. Como R" X W x R™*" < 4y, v,,, (Jl (R™; R")) subconjunto cerrado en

la topologia inicial inducida, tenemos que la preimagen original es cerrado.

9. Por todo lo anterior, como:

o€V <= [(f(z) € W)A(fop ! g W)] = noYu, ., (0) € {A € R™ k) - ran A < n—k}

De donde se sigue que es cerrado en el contexto local. Caracterizando de forma
global a los cerrados por limite se sigue el resultado (pues s6lo requerimos que sean

cerrados localmente).
O

Definicién 4.11 (Transversal sobre Subconjunto). Un mapeo f : X — Y suave es
transversal a W <Y subvariedad sobre W’/ C W si:

Vee [THW)C X, fh, W

Teorema 4.12 (Teorema de la Transversalidad en Jets). Sea W < J¥(R™ R") sub-
variedad del espacio de Jets de R™ a R™. Definamos el conjunto de funciones cuyas
extensiones k—jet son transversales a W

Thyw =Tw :={f € C*(R™,R"): j*f h W}
entonces Ty es un subconjunto residual en la topologia C'*°

Demostracion. 1. Como W es una subvariedad de J*(R™, R"), tenemos que podemos
encontrar un cubrimiento numerable {W;};en verificando:

() W; €W
(b) W, compacto

(c) U; € R™V; € R" : n#(W;) C U; x V;, donde 7 : J¥R™ R") — R™ x R"
proyeccion dada por fuente y objetivo

(d) U; compacto

Esta es simplemente la reformulacién de la proposicion que caracteriza a las bolas
coordenadas de una variedad como en lee2013smooth
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2. Definamos los conjuntos:

Tw, == {f € C*(R™R") : j*f h W sobre W;}

3. Es inmediato ver que:

Tw = () Tw,

jeN

En efecto, expresando:

Tw, = {f € C™°(M,N) : j*f h W sobre W}

={f e C®M,N): (Vm € f W) CR™ G F W>}

Ahora bien, basta expresar las equivalencias:

fe(Tw, < VjeN, feTy,
JEN

— VjeN\Vre (W) SR *fth, W

Recordando que j*f : R™ — J¥(R™ R") y que j*f t W si lo es en todo f~1(W),
entonces:

S

fe(Tw, < VjeN,j*f

jEN

j)W

— vrel W) = Jwp) =t w), gt f e W
JEN jEN

— Vrec fTTW), 5 fh, W

— W

Luego queremos ver que cada Ty, es abierto y denso en C*°(M, N). Por definicién
de conjunto residual como dada en los cursos basicos de analisis funcional, se obtiene
el resultado.

4. Veamos primero que los conjuntos sean abiertos:
(a) Definamos los conjuntos:

T; == {g € C>®(R™, J*(R™,R™)) : g h W sobre W;}

(b) Por proposicién anterior, T; es abierto por W; C W cerrado. Basta considerar
la demostracion y tomar restriccion sobre los conjuntos para obtener resultado.

De donde Ty, = (j*)~'(T}) abierto
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5. Veamos ahora que son densos:

(a)

Consideremos las funciones suaves verificando:

ps i R™ —[0,1]
1,z € a(W))
—> =
x> py() {0,1’ 4
py : R" — [0, 1]

1L,z € B(W;)

pr‘”(x)_{owvh

donde U,,Vj, vecindades de a(W;), 3(W;) respectivamente. La eleccién de
Pe, Py €s posible debido a la compacidad de Wj y al Lema de Urysohn.(Imagen
continua de un compacto es compacto, luego podemos obtener una vecindad
compacta sobre la cual aplicar el Lema de Urysohn)

Definamos al conjunto de polinomios de grado k:

Bi={peR'{z}",] : 0p < k}

Asimismo, definamos:

Vbe B,g,: R - R"
,oeUcu f~Yve
s ey {F@ T ETTUFY)
po(x)pe(f(x))b(x) + f(z)
La elecciéon de pg, p, garantiza que g, es funcién suave, la cual es una pertur-
bacion polinomial de f, la cual coincide para « € U7 U f _1(Vjc), es decir, fuera
de los valores que nos interesan.

Luego es una perturbaciéon polinomial sobre U; N f~1(V}).

Definamos la funcién

G:R"xB—R"
(IL‘, b) = G(‘Ta b) = gb<m)

G es mapeo suave por ser dado de la forma anterior (producto y composicién
de funciones suaves).

Definamos:

®:R™ x B — J(R™ R")
(l’,b) '_>j:]v€gb

para aplicar corolario anterior, debemos verificar que ® h W en W;.
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(e) Definamos el valor:

1 . " —_
€ = 5 min{d(sop p,,, R™ = V), d(B(W;), p,* ([0, 1))}
Definamos al subconjunto:

B :={be B:|b(x)| <e Vxesop(ps)}=2z""( |""B(0)))
Donde:

z: B < C(R™R") — C(sop(ps); R")
b b'SOp(%)

aplicacion restriccion. Sabemos que es aplicacién lineal, por tanto continua,
de donde se sigue la continuidad. Ademads la norma es lineal, de donde B’ es
abierto. Se sigue que: B’ € V(p.,)(0)

(f) Sea (z,b) € R™ x By ®(x,b) € W,. A partir de ahora fijaremos los valores
de z y b. Se cumple:
®(z,b) = jrgp € W, = (z € a(W;)) A (gs() € B(W))
(g) Podemos calcular la distancia aprovechando definicién de B segun:

< |b(z)] < e Ve sop(ps) C Vi

d(go(), f(x)) = |ps(2)pe(f(x))b()] {: 0

(h) Podemos obtener:

(go(x) € BOW;)) A (f(2) € Vi) = f(x) € Int(p, (1))
En efecto, recordemos que, por definicién de p,:

f(@) € Vi = po(f(2)) = 1= f(z) € p, (1)

Ademas, por distancia anterior:

d(g(2), f(x)) < e < d(BW;), p,'([0,1)))
= f(z) € Be(g(x)) € B(B(W))) € p,' (1

Con la ultima inclusién dada por definicién de p,
(i) Asimismo, pg = 1 en B(8(W;)) € Vgm mm)(2), de tal forma que:

val € f! (BM(WJ-))) abla’) = b(a) + ()
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Anélogamente, es posible hacer lo mismo Vb’ suficientemente cerca de b en B.
Si fijamos en lugar de z, el 2’ y los renombramos, vemos que f(x) = go(x), de
donde:

[d(gs(x), go(2)) < €| Ald(g (), go(x)) < €] = d(g(), gu (x)) < 26 < d(B(W;),p,"([0,1)))

Lo cual es vélido para todo b’ € B'.

De donde como antes:

gy () € Be(gp()) S B(B(W;)) € p,* (1)

De donde se cumple la igualdad para = que es el 2’ dado del item anterior.
Por tanto, desfijando el x’ tenemos:

Vo' e f1 (Be(ﬁ(Wj)))Vb’ € B gy(2) =V(2) + f(2)

Dado o € J*¥(R™ R") cerca de ®(z,b) = j*g, y sea 2/ = a(c). Entonces la
ecuacion en O € B:

o =50 + f)(«")

determina solucién tunica para b’ y 2’ suficientemente cercanos.

En efecto, vimos que para una vecindad suficentemente cercana la ecuacion
puede reducirse a ubicar b’ segin la expresién:

o= jkgy ()

Pero todo jet queda determinado por el polinomio de Taylor de algin rep-
resentante. Considerando el polinomio dado a partir de 2’ que represente a
o, determinamos inmediatamente el valor de o — j¥ f como polinomio en 2’
segtin el mapeo Ty Ahora bien, este polinomio determinard a b pues todo
polinomio se tiene a si mismo como expansion de Taylor. Es decir:

V() =50 =0 — 58 f

Luego la solucién es unica y es dada como mapeo suave segin o — (2/,b) =
(a(o), Ty (o — j* f)) mapeo suave por composicién de mapeos suaves, el cual
es inversa de ®.

Como @ es suave y su inversa es suave, se sigue que es difeomorfismo local
alrededor de (z,b) arbitrarios.

Por & difeomorfismo se sigue que cumple transversalidad en todas las vecin-
dades de lospuntos donde esté definido (sobre W;) Luego aplicando corolario
de transversalidad paramétrica, resulta que el conjunto de valores B para los
cuales la funciones j(b)(x) = ®(z,b) = j*g,(x) resultan transversales es denso.
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(n) Luego, dado f : R™ — R" ubicaremos una secuencia en {b;};en C B que
converja a 0 tal que j*g,, h W en W;. (Posible por item anterior)

Como gy = f,gp = f fuera de U,, tendremos que lim; ;oo g5, = g0 = f en
C>°(R™ R™). Por tanto f puede aproximarse utilizando gp,.

Se concluye que Ty, es denso en C*®°(M, N).
[

Comentario 4.13. Debemos evaluar todo el proceso para entender como es que las
funciones son transversales son genéricas en el sentido de aproximacién por abierto arbi-
trario:

1. vdavd

2. davda
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5 Ideales de Funciones Diferenciables

Definicién 5.1 (Funciones céncavas). Una funcién se a : [0, 00) — [0, 00) se dice concava
si se cumple que:

VA €[0,1], (1 = Na(ty) + Aa(ts) < a((l — Nty + Mo)

Definicién 5.2 (Mdédulo de continuidad). Una funcién continua, mondtona creciente,
concava « : [0,00) — [0,00) con a(0) = 0 se dice un médulo de continuidad

Teorema 5.3 (Existencia de las funciones de Whitney). Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. La componente k—ésima de un resto inducido de orden m tiene orden m — |k|:

Vo, y € K Ykl <m, (r7{f*Hpem)* (y) = O(lz — y[™)
2. Eziste un mddulo de continuidad « : [0,00) — [0,00) tal que:

v,y € K VIE| < m (P { Hem) ()] < o — ™ Hadle — y)

3. Eziste un mddulo de continuidad o : [0,00) — [0,00) tal que:

o,y € K, Vz € R [ " py<m (2) =ty { Hiiem (2)] < aa(Jo—yl)-(Jz—2|"+ly—2(")

A partir del sequndo item podemos obtener ay = c(m,n)a que satisfaga el tercer item,
mientras que a partir del tercer item podemos obtener a = c¢1(m,n)ay

Demostracion. 1. (2= 1) La continuidad de « garantiza el resultado.

2. (1 = 2) Basta ver que la funcién:

B(t) = sup | L Y pg<m) ()]

e
z,y€ Kady;|le—y|<t;|k|<m |z —y|™ Ikl

induzca un moédulo de continuidad.

(a) La funcién S es no decreciente.Sea t; < ty reales positivos, debido a que el
dominio sobre el cual se define §(¢;) es menor que el dominio sobre el cual
se define ((t), entonces el supremo es mayor o igual sobre el segundo. Por

tanto, 5(t1) < B(t2)
(b) Por suposicién, 3(0) = 0 y es continua en 0.

(c¢) Considerando la envolvente convexa del grafico de f:

conv(Graf(3) U ([0, 00) x {0}))

tenemos que podemos obtener una curva dentro del complemento, con un
modulo de continuidad asociado a, el cual satisfaga a(t) > 5(t).
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3. (2 = 3) Usando las propiedades tenemos:

Z < ;|$) (T;n{fl}\llﬁm)k<x> = t;n(rzl{flhugm)(z)

|k[<m
=t ot oy { [ Huy<m(2)
=t (8 — T f Hijem (2)
=t uem(2) = 0L Hu<m(2)

Aplicando desigualdad triangular y cota:

2L Y en() = L en() € 30 E2 om0
k[ <m
2 — g|l¥]
< Y Eo e g ae - y)
|k|[<m

1 o
<a(lz—y|) Y e =l |z — |

[k|<m

< a(le —yl) - elm,n)(je = 2" + |y — 2|")

donde ¢(m,n) es dado por tomar el maximo de la desigualdad de Young en el
argumento de la sumatoria. Tomando «; := ¢(m, n)a se tiene el resultado.

4. (3 = 2) Como en el {tem anterior:

(i  f Huem) (@) = [ Huem(2) = 6L S uzm (2)]

|k|<m

< ay(fe —yl) - e(m,n)(je — 2" + |y — 2|™)

Podemos definir el vector y al escalar:

1
w:i=x+ z— 1)
m—m<

= |z —y]

_\w z|

Vemos que |z — z y que w =z + +(z — z). Con esto tenemos que:

| Z ry L Haem) (@)] < ar(je = yl) - e(m, m)A™ (1 + |w — ™)

|k|<m
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Como el lado izquierdo es un polinomio en w, tenemos que aplicando el criterio
de Cauchy (revisar apuntes de andlisis complejo), existe una constante ci(m,n)
verificando:

P\

SO ) @) £ e = yl) - ealm )"

entonces se verifica la cota buscada:

SO ) @)] < (e — ) - erm, )
O

Definicién 5.4 (Funcién de Whitney). Un jet cumpliendo alguna de (y por tanto todas)
las condiciones del teorema anterior se dice funcion de Whitney de clase C™ sobre K.
Tenemos las siguientes definiciones:

1. El subespacio de todas las funciones de Whitney de clase C™ sobre K se denota
por Z™(K).

2. El médulo de continuidad de una funcién de Whitney de clase C™ sobre K con-
struido a partir de la segunda condicion se llama el modulo de continuidad del
jet.

3. Definimos las normas:

L k<m) " (y
Wbl e, = [zl + sup LIz (W)
z,y€K;z#y;k|<m |ZL' - y|
(e { fi Hrj<m (2) — 5 { fi i <m ()]
{fibi<ml ez = I Fudprr<ml | + sup — £ —
ol ’/ Vol= z,y€e K;x#y;| k| <m;z€R" |$ - Z|m + |y - Z|m

Su existencia viene garantizada por proposicién anterior, ademas, son equivalentes:

{fitmi<mll < cll{fetpi<mllmz, < al{fitm<mllnz.

En lo sucesivo, usaremos con mayor frecuencia || - || 5,

4. Podemos escoger o'y ay de forma tal que:

[{ S k<mllmz, = [{fe}pi<ml| + a(diam(K))
[{Fxdwi<mllmze = Ik im<ml | + cn(diam(K))

Proposicién 5.5 (E™(K) es Banach). El espacio Z™(K) dotado de cualquiera de las
normas de la definicion anterior es un espacio de Banach.
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Demostracion. O

Comentario 5.6. Caracterizaremos ahora la posibilidad de extender funciones Jet a
funciones en el sentido anterior.

Lema 5.7 (Particién de la unidad auxiliar). Dado un K C R"™ compacto, existe una
particion de la unidad {¢;} C C(R" — K;R) subordinada a R" — K satisfaciendo:

1. El "radio” del soporte no supera a su distancia al compacto (estd lo suficientemente
lejos)

Vi € I, diam sop ¢; < 2d(sop ¢;, K)

2. Las derivadas de cada funcion en un punto estdn acotadas por un escalamiento de
la inversa de la distancia del punto al compacto:

1
|Dk¢z($)| < Cy (1 + W)

el factor de distancia viene dado por tomar la equivalencia de métricas:

LN day)W
14+ —— =—"> —=(d -1
( i d(:my)"f') 1+ d(z, y) (dle,9)
Demostracion. 1. Tomamos a R" seccionado en cubos cerrados con longitud 1. Tomamos

el conjunto externo K + /n, al exterior de éste, extraemos la familia de todos los

cubos posibles K. Los cubos anidados con longitud % distribuidos uniformemente

se construyen. Ahora bien, tomamos K + */Tﬁ y al exterior tomamos los cubos que

no estén en K. Siguiendo de este modo obtenemos las familias de cubos { K, }pen.
Definamos a I = J 5, K,

2. Consideranddo cualquier funcién gorpe verificando:

Yr)=1 Vie{l,...,n}, || <3 (z €[0,1])
Y@)=0 ,Fie{l,....n}:|z]>2  (ze[300)xR"IU...)
3. Para todo cubo S € I, definimos la funcion:

r —Tg

Ys(z) = ¥(

)

ls

donde zg es el centro del cubo y lg es la longitud de un lado de S. Esto es,
consideramos un reescalamiento para que x sea considerado como punto del espacio
del bloque S y suavemente decrece del 1, alcanzado en los cubos de la mitad de
longitud del cubo original , al 0.
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4. Por la construccion de I, tenemos que {sop ¢s }se; es una familia localmente finita,
en efecto, basta tomar una bola abierta con radio dado (suficientemente pequena)
y considerar los cubos que cubren dicha bola abierta, como el radio determina un
nivel p (basta usar definicién de unién que da existencia de p al definir ), entonces
los cubos de hasta dicho nivel forman una cantidad finita de términos cubriendo a
la bola suficientemente pequena para ver que la intersecciéon es vacia para todos los
cubos salvo una cantidad finita de ellos.

5. Definimos la normalizacién dada por:

6. Es facil ver que:

dlam(SQOp s) < 3\2515 _ Jils - \/TS < d(S.K) 3\<flsd(sop by, )

donde lsop 4 €s el lado de un bloque donde se encuentra el soporte.

7. Se cumple la cota sobre la derivada usando la regla de la cadena y la estimativa de

Cauchy:
1 . (x—xg C
w5 <
S s

|DXeps ()] =

Por lo que, tenemos 2 casos:

(a) lg =1 entonces la cota buscada se cumple inmediatamente.

(b) ls < 1 entonces basta ver que:

Vnls

x € sop(vg) = d(z, K) < 5

En ambos casos:

o= e(ie(5205) ) = (i (5) ) =e(%) (vt

De donde se obtiene el resultado.

Teorema 5.8 (Teorema de Whitney). Existe un mapeo lineal de extension:

W Em(K) = C™(R)
{FHr<m = WE Y r<m)
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verificando que:

V|| < m, D*W ({f*}ij<m) (@) = fF(2)

En otras palabras, dada una lista de funciones (que corresponden a las derivadas
parciales) tenemos que si admiten un mddulo de continuidad asociado, entonces pueden
extenderse a una funcion original cuya extension jet es la lista original.

Demostracion. 1. Para cada cubo S € I dado como en la proposiciéon anterior, esco-
gemos un punto ag € K verificando:

d(sop ¢s, K) = d(sop ¢s, as)

Es decir, que se maximizan (posible, por funcién distancia continua sobre un com-
pacto) la distancia al soporte.

2. Sea la funcién que extiende al jet {f*} <, dada por:

fR"—=> R

= f(z) = ) e
= flx) {ZSQ Vs (@)t rem(z) o ¢ K

Como es suma y producto de funciones de clase C*(R" — K), se tiene que fe
C*(R" — K).

3. Definamos a las funciones continuas f* como:

4. Sea L cubo en cuyo interior estd K (K D int(L)) y A := sup,¢; d(z, K).

5. Para x € sop(1s) tenemos que:

Va € K,d(z,K) < |z —al

Por desigualdad de la proposiciéon anterior con respecto del "radio” del soporte,
tenemos:

Va € K, d(z, K) < |z—das|+|as—ds| < + diam(sop ¢s)+d(sop(vs), K) < 3d(z, K)

donde ayg es el punto en sop(¢s) asociado a la distancia minima de ag. Con esto
obtenemos:
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afla —as|) < aflz —a| + |z — as|) < a(4lz —a]) < da(lz —a])

por « creciente y céncavo. En efecto, las funciones concavas verifican:

vy = 1, a(yt) < yall)

Por el comentario anterior:

5C = Clm,n)  V{f Yiem € J"(K),Ya € K, D {f e (@)= DM Yyzm(@)] < Cala—as
Ahora bien, si [ # 0, se tiene que:

> Dhps(z) =0

Sel

= Vb€ K, Y Ds(x) D[t {7 Hiiem(®) — 0 {F Hitem(@)] = Y Dps(x) D [t0 {7} 1< (2

Sel Sel

Si tomamos b de tal forma que |z — b| = d(z, K), entonces se tiene la cota:

aC = C(m,n, A) : V|k| <m;Va € K,x € LNsop(Ys); |fk(x)—DktT{fl}|l|§m(x)| < Caf|x—al)|x—

El caso en todo x ¢ K se obtiene de la reunién de todos los soportes, cumpliéndose
la cota anterior. Para el caso 2 € K se obtiene de la definicion de =™(K) y del
modulo de continuidad «. Es decir, que se cumple:

3C = C(m,n, \) :V|k| <m;Va € K,z € L; | f¥(a) =DM { £} < (2)] < Ca(|z—al)|z—a|™ ¥

6. Escojamos un punto a € K de forma que |z — a| = d(z, K') y aprovechamos que:

Yk =1 > m, Dt { f y<m(@) = 0
Yk — 1 > m, D[t Fyzm (@) — 5 {f Hyzm(2)] = 0

entonces se sigue que:

Cra(d(z, K))

_ . _ k 8
V|k| > m,3Cy = Cr(k,n,\) : Ve € L — K,|D"f(z)| < d( K)o

7. Afirmamos que f € C™ y que V|k| < m, D*f = f*.
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