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Capitulo 1
Topologia C*

En esta seccion trabajamos los puntos de equilibrio no hiperbélicos. Generalizamos los
resultados a orbitas periédicas no hiperbdlicas.

1 Topologia desde seminormas

Definicién 1.1 (Formas r—lineales acotadas). Decimos que una forma r—lineal M €
Mult"({E;}i_;; F) con E, F espacios normados, es acotada si el conjunto

{IM vy, o)l = [l

Es acotado (y por tanto, tiene supremo).
Definimos al conjunto de todas las formas r—lineales acotadas sobre { E;}!_; hacia F’
como L"({E;}_i; F)

Eizl}

Proposiciéon 1.2 (L" Banach). El espacio vectorial de formas r—lineeales acotadas
L"({E;}i_; F) es un espacio de Banach bajo la norma:

1 Mler ey ym = M= sup{[[M (vr, - vp)l|e s [[oills = 1}

Demostracion. ]

Proposiciéon 1.3 (L"({E;}_; F) = L(E;,; L™ '({E;},_, —{FE:,}; F))). Los espacios vec-

0

toriales L"({E;}i_; F) y L(E;; L' *({E;}_y — {Ei, }; F)) son isomorfos isométricos.

Proof. La biyeccién preserva norma debido a reescritura dentro del conjunto que deter-
mina al supremo en la definicién de la norma. O

Corolario 1.4 (L™ ({E}2 F) = L' ({EYE s L({EiYies=q1.rps)-15 F)))- Los

ieIc{l,..,r+s}> ~ \LFJieJ=1,..,
espacios vectoriales LT+S({E1}L+§;F) y Lr({EZ}fgI:cTu ..... r+s}§LS({Ei}ieJ:{1 ..... r+s}—1;F))
son isomorfos isométricos.

Definicién 1.5 (Forma multilineal simétrica). Decimos que una forma r—lineal M :
I{E}Y,_, — F (esto es, M € Mult"(E"; F')) es simétrica si se verifica que:

Vo € Sn,M<U1, ce ,UT) = M(Ua(l), RN ,UJ(T)>

Denotamos el conjunto de formas multilineales simétricas como Symm" (E; F)

1



2 CAPITULO 1. TOPOLOGIA C*

Comentario 1.6. Queremos probar que para formas multilineales simétricas, podemos
reducir el calculo de la norma sup{||M (v1, ..., v)||F : ||vil|lg, = 1} asup{||M(v,...,v)||F :
|v]lz =1}

Esto se intuye al hecho de que el calcular un operador multilineal en término de su
base en forma tensorial, luego es expresable como un polinomio formado por los compo-
nentes de los vectores que forman parte de la evaluacion. Es decir, que al ser expresable
como polinomio, pueda ser expresable como uno més sencillo que nos permita realizar la
representacion matricial.

Lema 1.7 (Polarizacion). Sea v € N, y sea M wuna forma 2r—lineal simétrica en H
espacio con producto interno.

Esto es, M € Symm* (H,C).

Tenemos:

T

Z(—l)’”’j (;) Myj(u+v,u —v) = 2% g, (u,v) Yu,v € H

J=0

donde para 0 <1 < 2r:

M;(u,v) = M(u', 0>

Donde la notacién es dada por Lages Lima u' = (u,...,u) € H'

Demostracion. Por induccién, tomamos que para r = 1, se cumple:

(—1)! (é) Mo(u+v,u —v) + (=1)° G) My(u+v,u—wv

= —M((u—v)?*)+ M((u+v)*
=—M(u,u—v)+ M(v,u—v)+ Mu,u+v)+ Mwu+v
= —M(u,u) + M(u,v) + M(
+M(u,u) + M(u,v) + M(v,u)
= M(u,v) + M(u,v) + M(

Supongamos valido para r < [. Dada una forma simétrica M 2[4 2—lineal. Se cumple:
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I+1
Z(—l)l+1_j (l —'i]_ 1) MQJ(U + v, u — U)

— (=) My (u+ v, — v) + Z;(_l)l“_j(@ + (j. ! 1) )z\;gj(u + 0,1 — ) + Mapao(u+ v, 1 — v)
— Z;(—l)l“—j (;) Maj(u+v,u —v) + g(—l)l“—’“ (k: i 1) Mo (u +v,u —v)
__ 2(_1)5—1‘ C) Maj(u + v,u — v) + Z;(—W—j (D Mgy (u+ v,u — v)

— Zi;(_nl—j C) (M2j+2(u +v,u—v) — Myj(u+v,u— v))

Construyamos el operador multilineal de orden 2/ que nos permita aplicar el paso
inductivo:

Mi(u7 v, T, y) = M(uza U2l_i_27 T, y)

Vemos que se verifica lo siguiente:

Myj(u+v,u—v) = M((u+ 0)¥ ) (u — )2 7HT2)
= M((u+v)", (u—v)""%, (u—0v)?)

:ng(u+v,u—v,u—v,u—v)

M ((u+0)7*2, (u—v)*)
M((u+ ), (u—v)*, (u+v)?
]\ZIQj(u—l—v,u—v,u—i-v,u—i-v)

Msjio(u+v,u—v) =

Con la tercera igualdad de la dltima linea justificada por simetria de M
Ademés, sabemos que M(-,...,-, x,y) es una forma simétrica 2/—lineal y M;(u,v;-,-)
es una forma simétrica bilineal, en efecto:

Mi(u7v7 axy + $27y) = M(ul7 ’U2l_i_27 axy + $27y)

= aM (u', 072wy y) + MW 0% 2, y)
= OéMZ(U, v, 1, y) + MZ(U, v, T2, y)

Ahora, reemplazando en la ecuacién original:
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S (=) (l ? 1) Mo (u + v, u —v)

=0

zl: ( ) (Mw(uﬂ u—v) - sz(u+v,u—v)>

!
— Z(—l)l*j (l) (ng(u +o,u— v,u+ v, u+v) — Myj(u+v,u—v,u—v,u— U)>

= 22 M (u, v, u + v, u 4 v) — 22 M (u, v, u — v, u — v)

= 22 M (u!, 0" u+ v, u + v) — QQZM(UZ vl_2, ,U— )
_ 221M( l+2 ) 22lM( l+1 - ) QQZM(U ,’Ul)
_22[M(ul+2 — ) 22IM< H—l — ) 22l ( Ul)

-9 (l+1)Ml 1( U)

Luego se cumple el resultado. ]

Teorema 1.8 (Norma de F.M.S.). Sea r € N, y sea M una forma 2r—lineal simétrica
en H espacio con producto interno.

Esto es, M € Symm* (H,C).

La norma del operador multilineal puede escribirse como sigue:

M|z on...0) = sup{l|M (01, .. on)lle = [Jvilly = 1} = sup{||M (v, ..., v)[lc : [[olln = 1}
Luego se induce la norma simétrica:

[ M][symmr .0y := sup{[[M (v, ..., 0)lle : [[o]lx = 1}

Demostracion. 1. Trivialmente ||M||symmr2,c) < || M||Lr2em;m)

(La segunda norma tiene més opciones de dénde obtener el supremo). Luego quer-
emos probar |[M||rrxrry < || M||symm” (31,0

2. El teorema es valido para r = 1 por definicién de norma de transformacion lineal
(s6lo queda un vector en la expresién lineal):

1Ml symmt e,y = suptM (v)[c : ||vfls = 1} = [[M][ 1.0

3. Supongamos valido el teorema para r <.

Sea € > 0 fijo, arbitrario. Sabemos que:

Hui b5 CH < lusll = LA M (ur, - uia)] 2 (1M [yt guc) — €

(En efecto, el valor del lado derecho de la desigualdad es menor que la norma
simétrica, por tanto existe un vector que al aplicarsele la forma sobre su repeticién,
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serd mayor igual, si no lo hubiera, se darfa que || M| 3r.p) —€ > [|M||g mmi+1 (31,0)—
€ es cota superior menor a la dada por la norma no simétrica, contradiciendo la
definicién de supremo. La multiplicidad es dada por no imponer que deban ser
distintos, y que la norma es 1 por argumento anterior).

. Denotemos U := ({u;}) generado.

Queremos probar que:

||M||Symml+1(U,<C) > ||M||Ll+1(UT,(C) > ||M||Symml+1(7{,((:) —¢€

Si fuera el caso:

€2> ||M||symml+1(H,<C) - ||M||LZ+I(UT,(C) >0

Sabemos que || M| 1 ¢y < [[M]|gi+1(34r ¢y (Por haber mds vectores posibles)

Supongamos que la desigualdad sea estricta, entonces definamos d := || M| ‘Ll“(?-t’",(c) —
||M| |Symml+1(H,(C) >0
Sabemos que podemos obtener una secuencia de vectores que aproximen segun

supremo a la norma del operador multi-lineal. Por tanto, podemos denotar a la
secuencia de subespacios asociados como antes segin {U,}

Por lo tanto:

nh_?olo || M] ’Ll“(U,g,C) = ||M] |Ll“(7-IT,C)

Pero HMHU“(HT,C) < HMHSymmHl(H,C) = HMHLZ‘H(HT,C) < ’lM”Symml+1(H7C)

Por motivos computacionales, supondremos que:

(I M| +1 gy = 1

(Basta dividir el operador entre la norma y por definicién se obtiene el resultado)

. Sea 1 < k <1+ 1, por hipétesis inductiva y aprovechando que fijandos los tultimos

[ — k términos, la forma se vuelve k—lineal:

sup{||M (v, ..., Uk, Vks1, -, vt)|lc : |villo = 1 Vi € {1,... k}} = sup{||M(v,...,0, 0541, ..

Ademas, se tiene que por reescritura:

= sup{|[ M (v, u)llc - v,u € H, [|ully = [Jv]lv = 1}

Donde:

M;(u,v) := M (u’, 0"

» Ul

Sos)lle Mol = U lloillo = 1 Vi€ {(k+ 1,0+
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6. Definamos:

Vi={(u,0) €U |Jull = ]o]] = 1, @k € {1... 1} : [[Mi(u, )| = 1)}

Como dim U < oo. Tenemos que la esfera unitaria es compacta (Andalisis Funcional)
y que la funcién es continua My, luego alcanza maximo y al obtenerlo como en la
ecuacion como supremo, en la segunda linea de hace 2 ecuaciones de Latex atras,
se vuelve maximo y por tanto V # ().

7. Definimos:

v := max{||{(u, v)y||c : (u,v) € V}

Escojamos (u,v) € Vy k € N, de forma que 1 < k <, (u,v)yy =7y ||[Mp(u,v)|| =
1. (Uno que haga cumplir la definicién de 7)

Definamos auxiliarmente:

M j(u, v, w) := M(ub, 0¥~ w12

8. Supongamos k < §. Por Lema, para la forma 2k—lineal M(-,...,-, pIF1=2k):

k
2= 2 = 3 1 (5) At o2, (= 0 12
[k ~
=120 () tgatact v vl
k ]{j ~
< Z (j) || Mo k(u+v,u—v,v)||c

< | M((u + v)?F, oH+172F) +Z()|\M2]ku+vu v,0)||c

Ahora bien, usemos la siguiente desigualdad (Vélida por norma de M):

|| Moy (u + v, 0 — v,0) e < [Ju+ ]| Z]Ju — o] |5 o] |42

k—1
2(k—1g
:Z()HMmuﬂu ||C<Z()||u+v|| = o] 247

J=

Continuando con las desigualdades:
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k
22k < ‘|M((u+v)2k’vl+1f2k Z( > HMQJk U+ v,u— ,U)H(C
< M+ 0, 12 EZ()Hu+w\uu o2

=0

k
k
= 101G+ 0% o2 = ol 3 ()l ol = ol
=0

Usando la polarizacion:

a4 ol = vl = (a2 + 1ol + 26 vhael s - 1]l + ol 2 = 20, o)l
k—
112+ 20, o)l - 112 — 20, vl 5
< (2+29) (2 —2y)"
2% < || M ((u + )2, o1 | qum%+§j()nu+mruu—Mk 2
< (1M ((u + )%, 0125 | mem%+§j() (2427 (2 — 29)
1M (4 0%, 01 e — [l o[+ (24 29 + 2 — 29)F
1M 0)%, 0 e — [l o 4+ 22
S 0 < |[M((u + )% )¢ — [[u+ o]
S (ol < M+ )%, ) < [+ o]

La conclusién de todo lo anterior se resume en:

1M ((u + ), 0™ ) lo = ||u + vl

u—+v 2k
:ku(—————) W) = 1

[lu+vlle
= (utuv,v) eV

u+v
[[utvllc

9. Si 2k = [+ 1, trivialmente se cumple por la ultima igualdad que el vector
el que alcanza el supremo dado por la otra norma.

Si2k<l+1:

es

Recordemos de la polarizacion:
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2((u, v)p +1)* = 2(y + 1)* = [Ju +vl[a(y + 1)

u—+v 1 1 v+1
(=7 (ut+v,v)y = ———(u,v)y+1) =1/ —F— <

Con lo ultimo debido a que 7 es definido como el maximo de los valores.

Esto s6lo sucede si 0 < 292 —y — 1 = (y — 1)(7 + 3) lo cuél sélo es posible para
1<y = [u, vu| <|lul] - []o]] = 1.

De donde v =1
Tenemos:
lu—n|[}; =2(—y+1)=0=u=0v
Finalmente se concluye || Mg (u,v)||c = ||M (u™)||c = 1 de donde se concluye que se

alcanza el maximo en el valor u”.

10. Es decir, obtuvimos la cota para el caso finito, por argumento anterior se sigue el
resultado.
O

Comentario 1.9. Toda la prueba anterior es dada en el articulo T. Muramatu and S.
Wakabayashi de On the norms of a symmetric multilinear form.

Si bien este trabajo ya se ha demostrado en el trabajo sobre formas bilineales y dado
trivialmente como posible en general. La presentacion del articulo es la mas concisa y
nuestra caracterizacion es s6lo un desarrollo del mismo.

La idea detras de la demostracion fue considerar una aproximacion a partir de vectores,
garantizada por supremo, luego tomando el generado dicha aproximacién esté definida en
un subespacio e inducde una norma, luego demostrando la cota (utilizando polarizacion)
en ese subespacio finito (con lo cual podemos aprovechar compacidad), se obtendra la
cota en el espacio general.

Comentario 1.10. Vamos poner de manifiesto el proceso mediante el cual hallaremos
la norma de un operador multilineal simétrico sobre K descrito en forma tensorial como:

_ 11 7
M(vy,...,v) = E T a1

)= €1

Esta representacionno admite expresion matricial en el sentido clésico.

Seria una sucesion finita de matrices iteradas y su computacion, por extremo dificil.

Ademaés, para llevar a cabo una representaciéon numérica, tenemos el problema de que
el polinomio es por deméas complejo.

Ahora, para llevarlo a un calculo sencillo, al menos sobre la norma, tomaremos todos
los vectores como el mismo. Es decir, sélo nos importaran las coordenadas del vector v:

M(v,...,v) = Z TR

{4371

El cual es un polinomio simmétrico de r variables.
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Supongamos que el espacio de llegada sea K™. En ese caso tendremos que:

1 i1 ir
E IR )

M (v, ... v) {ij}7_,CI
M(v,...,v) = : = :
M(m)(vv s 7U) Z ET...,@'TUM e Uir
{ij}§=1§1

Queremos hallar la norma de dicho vector en K™. Para esto, queremos:

[ M][symmrz.cmy = sup{[|M (v, .., 0)|[xn = [[o][5 = 1}

=sup{, | D lIMi(v,...,0)I[% : |lofls = 1}
i=1

Si tomamos H = K™:

1M I3y emy = sup{y | D [IMi(v, .. 0) 2| D ol = 1)
i=1

=1

= sup{ | S IMi(v, 032 Y ol = 1)
=1 =1

Este problema es maximizar una funciéon de composicién de la norma con una funcién
polinomial sobre R”, la cual estd sujeta a restricciéon polinomial. Esto es un ejercicio
sencillo de Analisis.

Teorema 1.11 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange). Sean f,g: U CR" — R
funciones de clase C*. Sean xy € U, 1 := g(x0), S, := ¢ 1 (r) conjunto de nivel r de g.
Supongamos que Vg(xo) # 0 y que fg, tiene mdrimo o minimo en xo. Entonces:

A e R: Vf(xg) = AVyg(xo)
Demostracion. Se encuentra en Daniel Azagra Rueda. O

Comentario 1.12. Notemos que g determina la curva de nivel como la restriccién segin
su pre imagen. Como la restriccién en nuestro problema estd dada por:

n
Z oili =1
=1

Podemos definir la funcién g(v) = ||v||? con la curva de nivel S;.
Queremos maximizar la funcién f(v) = />, [|M;(v,...,v)]]%.
Por lo tanto, como S; = ¢7'({1}) es compacto (S; = 9B;(0)) entonces f continua
alcanza su maximo.

De donde:
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VW= Vi HMZ-l(u, I iml (sgn(Mi(v, ... =”>>8%Mz‘(% )
— N ||Mj(v,...,v)||{f§ 2 Sgn(M"(U""’U))V<{khmzngTkm-»krvlfl---Ufr)
= 5 HM:@) — ZZj;sgn(Mi(v, . ’U))({kh};z_:chTk“”’k"Wlfl 5 v,’?)
Ademas:
AVg(1) = AVIpl| = Agror2e = Ao

Luego sV f(v) = v = i||Vf
el valor de A, entonces el maxmlo estd dado por resolver el sistema de ecuaciones al-
gebraicas dadas por :I:IIV o) V f(v) = v. Podemos usar los métodos computacionales

Vf (v) = v aplicando norma en ambos lados y tomando

usuales o aprovechar la forma de los componentes para encontrar solucién.

Definicién 1.13 (Norma C"(K)). Definimos la norma C”(K) para funciones definidas
sobre un abierto (f : U € mgn — R™) de clase C"(U) (con K C U conjunto compacto)
como:

[l pe = max {ID7f(@)] : = € K}

20y

Alternativamente, puede usarse la norma con respecto de la suma:

1 f s = D _|ID f(z)
j=0

Ambas estan bien definidas por derivada siendo una forma r—lineal en L"(R™;R").

Comentario 1.14. 1. La norma de la definiciéon anterior sobre la derivada j—ésima
es mejor descrita segun:

107 f ()]

Lr(Ro,Rm) = Z || D7 fi( symmr Ro,R)

En ese sentido, el cdlculo de la norma queda dado inmediatamente por trabajo
anterior. Sabemos que las derivadas son polinomios aplicados sobre j nimeros,
las componentes de v, con estos bajo la restriccién ||v|| = 1, de donde podemos
utilizar multiplicadores de Lagrange para obtener la ecuacién algebraica inducida
en cada uno de ellos, definiendo g(v) = /> 7, [|D9 fu(z)vi||% y forzando a qque

Vg(v) =

Es decir, buscando las soluciones de la ecuacién algebraica:

||9(U I
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1
+
IV /2o 1D ()07 [l

Vo[ D IDi fule)vi| [ = v
h=1

Este sistema de ecuaciones algebraicas tiene solucién garantizada por f teniendo
maximo garantizado y las derivadas no nulas. Si fuera el caso que V+/> ", || D7 fy(z)vi]|%
nulo, entonces la funcién no tiene crecimiento maximo en funcién de v y por tanto,
segtin el calculo explicito de Vg, se tiene que se anula sobre v/ (Ver comentario
1.29). Luego éste método sdlo es 1til para derivadas de orden superior no nulas.

Es decir, que si tenemos derivadas de orden superior nulas, la norma viene dada
automaticamente por el valor 0, si fuera que son no nulas. El método ya explicado
funciona perfectamente y nos da solucién.

2. La equivalencia de ambas normas queda dada por tomar las desigualdades:

i

sk = > _|IDf(@)]] < (r-
§=0

J {07“'7 jG{O,...,T

geeay

b = e D@ o€ K} < max (D fG@ s € K} + (LD~ o
§=0

De donde resulta la equivalencia:

Al < N5 < (r 1) - ([ fllrse
Luego ambas definen la misma topologia.

3. El problema de definir la norma sobre compactos y no sobre abiertos radica en que
la derivada no tiene por qué alcanzar un méaximo en un abierto, sino que puede
tender al infinito o no existir (Basta ver ejemplos sobre R, como es el caso de %)

Como en la clase C" sélo garantizamos que las derivadas sean continuas bajo las
topologias usuales de R™, tenemos que las funciones || - || y Df?(-) son continuas,
luego su composicién resulta en una funcién continua. De donde se sigue que la
funcién || D f7(-)|| sea continua, y alcanza un maximo en cualquier compacto K C U.

De donde se tiene la buena definiciéon, pero no son normas dentro de la totalidad
de U

Comentario 1.15. El problema de definir la norma sobre compactos y no sobre abiertos
radica en que la derivada no tiene por qué alcanzar un maximo en un abierto (Basta ver
ejemplos sobre R, tomemos %), sino que puede tender al infinito.

Definicién 1.16 (Espacio vectorial topolégico). Decimos que un K—espacio vectorial
dotado de una topologia (V,7) que cumple 77 (axioma de separaciéon que fuerza a los
puntos a ser conjuntos cerrados), es un espacio vectorial topolédgico si las operaciones
+v: VXV =2V .v:KxV—YVson continuas con respecto de 7 y 7x topologia de K
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Teorema 1.17 (E.V.T. con base local numerable es metrizable). Todo espacio vectorial
topolégico (V, 1) con base local (del origen) numerable admite una métrica d compatible
con la topologia de T, con d invariante por translaciones.

Ademas, si (V,T) es localmente convexo, entonces d puede tomarse verificando lo
anterior y con todas las bolas abiertas convezas.

Demostracion. Del texto de Rudin L]

Definicion 1.18 (Seminormas y familias que separan puntos). Una seminorma sobre un
K—e.v. V es una funcion p : X — R verificando:

1. VA e Kz € X, p(Az) = |A|p(z)
2. plz+y) < plx)+ p(y)

Se dice de una familia de seminormas P que separa puntos si:

Ve eV—-{0},Ipe P :plx) #0

Comentario 1.19. Notar que la diferencia entre la seminorma y la norma es el hecho
de que p(z) = 0 # = = 0. Es decir, que si una seminorma no es norma, hay elementos
que estan sobreponiéndose al origen (en la "topologia” inducida)

Ademaés, una familia de seminormas separan puntos si todo punto puede encontrar
una seminorma que no lo sobreponga al origen. Esto es, que lo distinga por un valor

Comentario 1.20. Las seminormas son el minimo caso posible para los resultados que
queremos de ellas. Las siguientes demostraciones se encuentran en el texto de Rudin,
Functional Analysis

Proposicion 1.21 (37p). Sea P familia de seminormas definidas sobre un espacio vec-
torial V:
Asociamos a cada (p,n) € P x N el conjunto:

1

Vipn) = {z €V pla) <} = p (=00, 1)) C V

Entonces

B:={[\Vlpj,n;): |J| < o0, (pj,n;) € P x N} C P(V)
jeJ
es una base local (del origen) convexa para la topologia localmente convera T a la cual
induce, verificando que:

1. p € P es continua bajo T

2. ECYV acotado <= Vp € P,p acotada en E

Ademas, si P es numerable, entonces T es metrizable bajo

cipi(® — y)
d(r,y) = max ——————
(2.9) =1 1+ pi(z —y)



1. TOPOLOGIA DESDE SEMINORMAS 13

Demostracion. 1. Sea A C V. La topologia que deseamos es inducida segun:

n={AcPV):A= |J (z+B)}

(z,B)eVxB

2. Es evidente que (V,79) es un espacio topolédgico, basta usar teorema de caracteri-
zacion de base a partir de intersecciones finitas de familias de conjuntos arbitrarios
(los cuales son la subbase de la topologia).

3. Es invariante por translaciones, es decir:

<x0~|—U€3:0+To <~ x0+U=12x¢+ U (r+ B) = U (xo+ 2+ B)
(z,B)eVxB (z,B)eVxB

— U ((xo+z) + B) 67'0)
(z,B)eVxB
:><I0 + 70 = 7'0)

4. VB € B, B convexo:

x,y € B= ﬂ V(pj,n;) = Vj € Jmaxp;(x), p;(y) <n,
jE,|J|<o0

= Vj € Jpi(te+ (1 —t)y) <tpj(x) + (1 —1)p;(y) < tmaxp;(x), p
=Vje Jpitr+ (1 -1ty <n;
=tr+(1-tye ﬂ V(pj,nj) =B

jeJ|J|<oo

5. VB € B, B equilibrado:

A€ B(0),z € B= ﬂ V(pj,n;) =Vje J pj(xr) <n,
jeJ,| T <oo
= Vj € J,pj(Az) = [Alp;(z) < pj(x) <ny
= \r € ﬂ V(pj,nj) =B

jeJ,|J|<00

6. B base local para 7:
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leUVen=U= |J @+B)

(z,B)eVxB
= Jz,B = ﬂ Vi(pj,n;):0€x+ ﬂ Vi(pj,n;)
jeJ|J| <00 jeJ,|J| <00

= Tz, |J| <00 p;(0) < pj(x) <ny
=0e [\ Vip.ny)

JEJ|J|<00
=0eB
=3IBCB:BCU

7. El espacio vectorial es topoldgico:

(a) Cumple T7:

VeeV—-{0}3peP:plx)>0

1 1
:>LMJ+1>M

= p(z)( %J +1)>1

1
= p(z) > LﬁJ"’_l
1
:>$¢V<pa LﬁJ_Fl)
1 1 1
=0¢ —x+V(P>m) —L=z+ Ve, W» =e=Vi ik 1>

Supongamos que x € m = toda vecindad de x contiene a 0. Lo cual no
es el caso, luego ningtin no nulo arbitrario estd e la cerradura, por tanto
{0} C {0} = {0} = {0} entonces cumple T} (es invariante por translaciones y
las translaciones de los conjuntos abiertos V — {0} son los conjuntos abiertos
de la forma U — {p}).

(b) Suma es continua:
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U =Vw,)(0) =3 m Vipjin;) €U

jeJ|J|<oo
-~ 1
= ﬂ Pj 1((_007 TL_)) cU
jed|J|<oo J
1 1 1 1 1 1
= N (p'(oyN+at (=05 n) € ) o (=00 0)
jeJ|J|<o0 J J jeJ | J|<oo J
_ 1 B 1
= () »'((—o0, %)) + ) p((—os, %)) cvu
. ¥ . J
JEJ,|J|<o0 jeJ|J|<o0
S = () s~ ) VAV CU
' j ) 2nj =
jeJ,|J| <00

(c) Producto es continuo:

Sea z € V, U como antes. Como V' = ;e ;<00 pj_l((—oo,%j)) € B, en-
tonces:

1 1 1
ds >O:p(;x) = gp(z) <Ijn€i(1]1{%}:>33>0:x€ sV

Definamos ¢t = ——:
1+|afs

(yE:c—i—tV/\lﬁ—oA<%):ﬁy—axzﬁ(y—x)—l—(ﬁ—a):ceﬁtV—l—(ﬁ—a)sV:]6|earg
= By—az €|tV +[B—a|sVCV+V CU

Luego para toda vecindad de la imagen hay una vecindad de la pre imagen
(x +tV) x Bi(«a) contenida en la imagen. Por tanto es continua.

8. Por ser E.V.T. y por tener base local formada por convexos equilibrados, es un

espacio topoldgico localmente convexo.

9. p € P es continua bajo 7:

Basta ver que V(p,n) = p~'((—o0, --)) abierto, luego tomando la base (—oo, --)
J J

de la topologia de R, podemos obtener que todo abierto en R es enviado por pre
imagen a un abierto. Por tanto es continua.

10. E acotado, entonces p € P acotado en E:

1
V(p,l)EVVJO:>E|t>O:E§tV(p,1)éVmEE,p(;x)<1:>Vx€E,p(x)<t
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11. P es numerable, entonces d métrica compatible con 7y:

Por teorema anterior, B induce topologia metrizable bajo d

Bajo esta topologia, las bolas son conjuntos convexos, equilibrados.

Ademaés, forman una base local equilibrada.

En efecto, definamos directamente la métrica y verifiquemos las propiedades:

cipi(z —y)
d(r,y) =sup ——————
(z:9) ieN 1+ pi(z —y)

donde lim,,_yoo ¢, =0

(a)

Métrica:

Esta bien definida por secuencia
y por tanto alcanza supremo.

Cnpn(x_y)

< .
ey = Cn = 0 luego es secuencia acotada

Verificando la primera propiedad:

A7) = sup 2= g

ieN 1+ pi(z — )
Por norma separando puntos 3i € N : p;(z — 2) # 0. De donde:

cipi(z — 2)
d(x,z) =sup ————
(z,2) ielgl‘i‘pi(aj_z)
C;
= sup
ieN s +1
< sup G
B €N L ) + ]-

pi(z—y)+pi(y—=
ci(pi(r —y) + pi(y — 2))
ieN L+ pi(x —y) +pi(y — 2)

~ sup cipi(r —y) cipi(y — 2)
ien 14+pi(z —y) +pi(y —2)  1+pi(zr —y) +pi(y — 2)
. cipi(x —y) cipi(y — 2)

S
ien 1 +pi(r —y)  ien 1+ pi(y — 2)
=d(r,y) +d(y, 2)

La positividad es dada trivialmente de la positividad de las seminormas.
Invariante por translaciones: Inmediato usando p;(z+ 2z — (y+2)) = pi(x —y)

Las bolas abiertas centradas en el origen bajo la métrica forman una base local
convexa equilibrada para 7:

SICZST:>011+MST:>CZ%+1§T:>pZ§%_1—Ci_T.
1

Esto se cumple por el hecho de que ¢; — 0 escogiendo » > 0 y tomando 7y a
partir del cual verifica.

Entonces:
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B,(0) ={z € V:d(z,0) <r}

N . cipi(w) ,

—{xEV.—1+pi(x)< }

. . Cipi($) =1 _ . Cipi(w) ‘

_{ GV'{l_l_pi(x)}z:l < /\{1+pi($)}Z€NZiO

~ eVt <y

io—1 Z
Q{xé P($)<Ci_r}
i0—1

= VT =)
=1

<r}
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Donde iy determinado a partir de los ¢; que son acotados por r. Es decir, que
si r > sup{c,} entonces B,(0) =V y a medida que se va disminuyendo hasta
obtener ¢; > 7,... se obtiene una interseccién de V' (p;, © — 1) hasta que ¢; <r

para todos los demas.

Luego es interseccion de abiertos, es convexo y equilibrado.

Ademsés, B,.(0) € B = forma base local por toda vecindad del origen de la
forma de interseccién de V' (p;, n;) entonces tomando r suficientemente pequenio

se obtiene el resultado.

O

Comentario 1.22. Si existe algo que podamos rescatar del Teorema, es la caracterizacion

de bolas abiertas bajo esta métrica. En efecto:

i0—1

B(0)= () Vi = 1)

i=1

Luego, debido a que la métrica es invariante por translaciones, tenemos:

i0—1
By(x) =a+B,(0) =a+ [ Vip,~ —1)

i=1

Definicién 1.23 (Agotamiento por compactos). Dado un espacio topolédgico (X, 7), un
agotamiento por compactos es una famliia numerable de subconjuntos compactos no

vacios { K, }nen que verifica:
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UKn:X

neN

Kn g KnJrl

Teorema 1.24 (Agotamiento por compactos). Todo conjunto abierto de una variedad,
admite un agotamiento por compactos.

Demostracion. ]

Proposicién 1.25 (Topologia C*). Sea U € trn y {Kun}mem un agotamiento por
compactos de U. La familia P de seminormas definida sobre C*(U)

P = {(pM : C’(U) — R) cpm(f) = max{||D"f(z)||: (x € Kyy) AN(n€{0,...,k})}}

induce una topologia metrizable por:

o cipm(f —9)
d.9) =8 =0

La cual es localmente convexa, de base local numerable.

Comentario 1.26. Si suponemos que el conjunto U es compacto y quisieramos obtener
la topologia C* del conjunto:

Cy(U) = {f € C*(U) : || fllew < oo}

Podemos tomar el agotamiento por compactos trivial Kj; = U, de donde se cumple
que las seminormas estan dadas por pp(f) = || f||ku- De esto, se deduce que la métrica
esta dada por:

d(f,g) = sup cipm(f —g) _ cillf = glleu _ 1S = gllev sup¢; = C- 1f = gllkv
ieN L+pu(f—9)  ien 1HIf —gllew 1+If = gllsv wen L+ |f — gllev
donde C' € R.

Ahora bien, sabemos que la métrica en este espacio serd equivalente a || f — g||xu:

d(f.g)=c- =gl oy

L+ |1f = gllew
1 1 d(f, g 1 1
< T e e IR
Hf_ng,U Hf_ng,U m+1 F—glle0
Analizando el caso ||f — g|| = 0 se llega al resultado.

De donde resulta que la topologia C¥ para un compacto es la inducida por la norma
como meétrica.
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Proposiciéon 1.27 (Topologia C*). La familia de seminormas sobre C*°(U) (donde U
es un abierto arbitrario de R"):

P = {pnu(f) :=max{||D"f(z)||: (x € Kpr) A(n€{0,...,N})}}

induce una topologia metrizable por:

d(f, g) cipi(f — g)

= sup
ien 14+ pi(f —9)
La cual es localmente convexa, de base local numerable.

Teorema 1.28 (Caracterizacion de espacios normables). Todo E.V.T. (V,7) es normable
st solo st hay una vecindad convexa acotada del origen.

Demostracion. ]

Proposicién 1.29 (El espacio C* no es normable). Los espacios C*(U),C°°(U) dotados
de sus respectivas topologias, no son normables

Demostracion. Basta suponer que haya una bola abierta convexa acotada para cada
espacio con su métrica. O

Comentario 1.30. Para lo siguiente, queremos poder estudiar la geometria del espacio de
campos de clase C* a partir de geometrias més concretas, con las cuales podamos realizar
cuentas, a fin de poder entender como una perturbacién sobre el campo corresponde a
una perturbacion sobre los niimeros que caracterizan al espacio concreto.

2 Espacio de Funciones
3 Topologia débil

4 Fibrados
5

Equivalencia de topologias C*
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