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Capitulo 1

Topicos de Derivacion e Integracion

1 Derivada de Orden Superior

1.1 Formas multilineales y Tensores

Definicién 1.1 (Formas r—lineales). Tomando r > 2, decimos que una funcién del
producto de espacios vectoriales {Ei}ie{l,Q y al espacio vectorial F'

77777

.....

M(U—i—ogui—}—ﬁui):OzM(U—i-ui)‘FﬁM(U‘i‘wi)

Denotamos el conjunto de formas r—lineales entre dos espacios como Mult"(F, ..., E,; F')

Notacién 1.2. Cuando r = 1 las formas son lineales y se denota segin la teoria basica
del lgebra lineal Mult'(E, F) = Hom(E, F)

Cuando para algtn r, el mapeo M sea r—lineal entre espacios de salida {E;}icqi2,....
y F'; diremos que la forma es multilineal.

Definicion 1.3 (Funciones de Medidas). Sea A conjunto y S familia de conjuntos.
Sea

F={g9:A—-X|XeS}

familia de funciones con dominio A y rango un miembro de S.
Sea

H={r:X—->Y|X,Y S}

Familia de funciones con dominio y rango en S.
Asumimos que H tiene la estructura:

1. H contiene la funcién identidad de cada miembro de S. (VX € S§,Idy € S)

2. H is cerrado bajo la operacién (asociativa) de composicién de funciones.(HoH C H)
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2 CAPITULO 1. TOPICOS DE DERIVACION E INTEGRACION

3. Dado 7 € H,f € F, la composicion 7 o f es definida y estd en F. (Ho F CH)

Decimos que la famliia H es la familia de medidas y sus miembros son funciones de
medidas.

Un par (S, f: A — S),donde S € Sy f = F, tiene la propiedad universal para la
familia F, o es un par universal para (F,H), si:

Vg: A= X)e F,AN(r:S—=X)eH:g=7o0of

Si acontece, se dice que todo g € F puede ser factorado mediante f.
La tnica funcién de medidas 7 se dice morfismo mediante para g

Comentario 1.4. La idea central detras de factorar es poder distinguir con las funciones
en los valores de A la informacién distinta (que vamos a medir). Por tanto lo que g
distinga, f distinguird (y esa distincién o comparacién sera nuestra medida, que no debe
confundirse con teoria de la medida).

Es decir: f(x) = f(y) = 7(f(z)) = 7(f(y)) = g(x) = g(v)

Luego: g(z) # g(y) = f(z) # f(y)

Luego el dato: "z, y son distintos para la funciéon g” implica el dato: "z, y son distintos
para la funcion f”.

Si 7 es inyectivo, la inica diferencia entre f, g es el valor de las etiquetas o valores de
imagen.

Normalmente 7 puede ser no inyectiva, en cuyo caso f contiene mas informacién que
g.
Visualizacién 1.5. Tomemos el siguiente diagrama para visualizar como H mide de
forma mas "universal” la informacién de los g en F

Con el diagrama se ve que para el par universal, f es el centro de todas las funciones
en F. Conteniendo més informacién que las demas.

Teorema 1.6 (Unicidad de Pares Universales). Sean (S,f : A — S),(T,g: A — T)
pares universales para (F,H).

Eziste una funcidn de medidas biyectiva p € H para la cual 1(S) =T.

El morfismo mediante de f con respecto de g y el morfismo mediante de g con respecto
de f son isomorfismos y son el inverso de cada uno con respecto del otro.

De acuerdo al diagrama anterior, si tenemos dos centros, podemos crear un iSomor-
fismo (en el sentido de biyectivo y morfismo) entre ellos. (Ambos contienen la misma
informacion y usan etiquetas intercambiables, su unica diferencia es el nombre de etique-
tas, pero no la informacion de éstas)
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Demostracion. Tomemos:

f=o00g
g=Tof

Luego introduciendo una en otra obtenemos:

g=Tof=(to0)og
f=(coT)of

Por definicién de par universal, el morfismo mediante es inico. Como la identidad es
morfismo mediante de f a f y de g a g. Tenemos que los morfismos mediantes o, 7 son
inversos a derecha e izq. de cada uno y por tanto son inversos entre si. O

Definicién 1.7 (Par Universal para la Bilinealidad). Sea U x V' el producto cartesiano
de dos espacios vectoriales sobre F. Sea Vect(F') clase de todos los espacios vectoriales
sobre F'. Sea

F = JMut* (U, v; W) | W e 8}
w

familia de todos los mapeos bilineales de U x V' a cualquier espacio vectorial WW.

La familia de medidas H es la familia de todas las transformaciones lineales (Las
formas bilineales envian a espacios vectoriales y el mapeo entre ellos (7 que factora) de
tal forma que que se verifiquen las propiedades de representaciéon que buscamos son las
transformaciones lineales ).

Unpar (T,t: UxV — T) es universal para la bilinealidad si es universal para (F, H).
Estoes, siVf:UxV =W e Mult> (U, V;W)3Alr: T - W: f=rot

Definicién 1.8 (Producto Tensorial). Sea U,V dos K—espacios vectoriales. Cualquier
par universal para la bilinealidad (T,t: U x V' — T') es un producto tensorial de U, V.
El espacio vectorial T" se denota por U @ V.
El mapeo t se dice el mapa tensorial y los elementos de U ® V' se llaman tensores.
Los tensores en la imagen de ¢ se dicen descomposibles y se denotan por:

u®v:=t(u,v) V(u,v) €U xV
Teorema 1.9 (Mult*(U,V; W) = Hom(U®V, W)). Sean U,V,W tres K—espacios vec-

toriales. El mapeo que asigna a cada forma bilineal su morfismo mediante es el un
isomorfismo entre las transformaciones lineales del producto tensorial U @ V a W y las
formas bilineales sobre U x V' a W . Esto es:

Mult*(U, V; W) = Hom(U®V, W)
Demostracion.
Vf € Mult*(U,V; W) 37y € Hom(U®V, W) : f =70t

Luego definimos f +— 7.

Es morfismo mediante.

Ademas, es inyectivo: 7, =7, = f =710t =T,0t =g

Y es sobreyectivo: V7 € Hom(U®V, W), f:==7ot O
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Teorema 1.10 (® Asociativo). El operador entre espacios vectoriales @ es asociativo.
Es decir, se verifica:

(U1 ®U2) ®U3 = U1 ® (U2 ®U3)
Demostracion. Basta tomar:
hom ((U,®@Us)®Us; -) 2 Mult?(U,@Us), Us; -) =2 Mult®(Uy, Us, Us; -) = ... =2 hom(U,@(Ua®@Us); -)

La unicidad del par universal hace que ambos sean isomorfos para la familia de me-
didas H de transformaciones lineales y F conjunto de funciones (para este caso, mapeos
trilineales).

Luego son isomorfos. O

Definicién 1.11 (Producto Tensorial). Definimos el producto tensorial del conjunto de
espacios vectoriales {E;}I_, como:

T r—1
®EZ~ = (®E) ®E,
=1 =1

Alternativamente usamos la notacién E®" cuando sea producto tensorial sobre el
mismo espacio.

Teorema 1.12 (Mult"({E;};_; F) = Hom(Q{ E;}_,; F)). El conjunto de formas mul-
tilineales es isomorfa al conjunto de transformaciones lineales sobre el producto tensorial
iterado

Demostracion. Por induccién sobre el orden de la forma multilineal ]

Teorema 1.13 (Producto Tensorial Dual). Sean U,V espacios vectoriales.

319 € hom(U* @ V*; (U @ V)*)
Donde:

0(A®B)=A6B

(A® B)(u®v)=A(u)B(v) e K

Demostracion. El mapeo:

omp UxV =K
(u,v) = A(u)B(v)

Es bilineal (fijemos un vector, el mapeo es lineal en el otro vector) y K es un espacio
vectorial. Luego segiin diagrama:

UxV LUV

Sk

K
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Por tanto, se tiene:

E”T(A’B) UV 2K
u®vi— Alu)B(v)

Pues el o4 p) estd definido a partir de A, B.
Luego existe un mapeo:

O:U'xV' - UV)
(A,B) = T(4,B)

La cual es bilineal:

((tA+B)o C)(u®v) = (aA+ B)(u)C(v)

= (@A(u) + B(u))C(v)

= aA(u)C(v) + B(u)C(v)
a(A0C)(u®v)+ (BoC)(udv)

Luego definen la misma transformacién lineal entre espacios vectoriales (como funcién
tienen la misma regla de correspondencia y dominio/rango).
Luego, por su bilinealidad:

Usx VL s U@ V*

|
|
0
X) \:r

(UeV)*
De donde:

N U QVF = (U V)
AR B— AGOB

Es inyeccion:

0=0(C)(u@v)=> (A B)(u®v)=>Y _ Aiu)Bi(v)
i=1 =1
Luego: > .»  Ai(u)B;(-) es un mapeo nulo. Pero el conjunto {B;} es Li. Luego
Por arbitrareidad de u los operadores A; son nulos. De donde C' = 0 por expresién
Unica. O

Corolario 1.14. 0 es una inmersion y un isomorfismo para U,V finito dimensionales.
Esto es, A® B es un funcional lineal de productos tensoriales

Teorema 1.15 (Representacién de una forma lineal como un Tensor). Toda forma mul-
tilineal puede ser escrita como un tensor
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Demostracion. Basta usar el siguiente argumento sobre los isomorfismos:

Mult” ({Ez}fl, K> =~ hom (®E,, K) = (® EZ)* &~ ®E;k
i=1 i=1

i=1

]

Proposicién 1.16 (Expresién de Forma multilineal como Tensor). Toda forma r—lineal
sobre K admite la siguiente escritura:

M(vi,...,0.)= > T i (A"@-- @A) (v,...,v,)

ijEIj,jG{l ..... T}
De donde se obtiene la siguiente forma de escritura para espacios vectoriales de di-

mension finita:

M(vi,....0)= > Ty (A0 0A) (0 ® @,

-----

De donde se obtiene:

Moo= Y T A'w). AT ()

Demostracion. Teorema anterior ]

Corolario 1.17 (Representacion de forma multilineal sobre un mismo espacio como
tensor). Sea M wuna forma r—lineal sobre el mismo espacio vectorial finito dimensional
E. Se obtiene:

Es decir:

_ 11 7
M(vy, ... v) = E Ty 01 o)

Donde v] es la coordenada j—ésima del vector i—ésimo.
Por tanto:

M(Ula s 7UT‘) S K[Uﬂ

1.2 Propiedades Basicas

Definicion 1.18 (Derivada de Frechet en espacios normados). Una funcién f : E — F
entre los espacios normados E, F' es diferenciable (o derivable) en el sentido de Frechet

en un punto x, si se verifica que:

e LB s i @) =G0 T —m)lle
R e = zolls
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Si es derivable en el sentido de Frechet en cada punto de un conjunto, se dice que es
derivable en el sentido de Frechet en un conjunto.

La transformacion lineal 7' : R® — R™ se llama la derivada de Frechet de f en el
punto xq y se denota por D f(zy).

Comentario 1.19. La derivada de Frechet depende de la eleccién de la norma (o del
filtro para espacios vectoriales topoldgicos). Para el caso que nos atafie, utilizaremos las
siguientes propiedades de la derivada de Frechet:

1. La derivada de Frechet para un espacio vectorial topologico Hausdorff, en caso de
existir, es tnica.

2. Para f : R" — R™, la elecciéon de norma no importa debido a la equivalencia de
todas las normas. De donde el limite es tinico y por tanto la derivada es tnica.

Proposicién 1.20 (Unicidad de la derivada). La derivada de Frechet para un espacio
vectorial topologico Hausdorff, en caso de existir, es unica.

Definicién 1.21 (Derivada Parcial). Sea f : R™ — R una funcién derivable en el sentido
de Frechet en un conjunto £ C R". Definamos la funcién:

Df:ECR" — L(R";R)
z+— Df(x)

La definicién esta justificada por la existencia de la transformacién asociada a un
punto y su unicidad.

Definimos la derivada parcial de la funciéon f con respecto de la variable x; como la
funcion:

of
=m oD
Definicion 1.22 (Derivadas parciales de componentes). Decimos que las derivadas par-
ciales de f : R™ — R™ son las derivadas parciales de cada una de sus funciones compo-
nentes f;

Proposicién 1.23 (Derivadas parciales de f : R" — R™). Las derivadas parciales de f
son las funciones:

duy ° b

Definicién 1.24 (Clase C'). Una funcién derivable en el sentido de Frechet en un con-

junto £ C R™ se dice de clase C'(FE) si todas sus derivadas parciales son continuas en
E

Definicién 1.25 (Derivada de orden superior). Definimos la derivada de Frechet de orden
r € N en xg, con 7 > 1, como aquella forma r—lineal sobre K que verifique:

JA € L(R™, L' Y (R™;R™)) = L"(R™*;R™) : lim

|ID" " f(x) = D! fwo) — Alz — 20)||1r—1(nmm)

=0 [l = o |

Denotamos a dicha forma A como D" f(xg)

=0
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Definicion 1.26 (Derivadas parciales de D" f(zy)). Las derivadas parciales de orden
r—ésimo se definen como:

o,
m(-) =m0 D" f()(es, ... €5,)

Denotaremos la derivada parcial (cuando sea conveniente) como m; 0 Dj, ;. f(+)

Teorema 1.27 (Equivalencia de definiciones de derivada parcial). La definicion de
derivada parcial dada coincide con la dada en los cursos de andlisis. Esto es,

d" fi (o) := lim mio Dy . f(xo+eh) —moDy 4 f(xo)
0zj, ...0xj, O 50 h

Demostracion. Basta tomar lo siguiente (la primera linea por limite de funcién vectorial
es vector de limites de funciones componentes, el caso base es la definicién de de derivada
dada y por induccion):

i0 Dy j,_ Sf(xo+eh) —mio Dj, . j._ S (o)

lim

h—0 h

= T llm Djl--.jv"—l f(xo + erh) — D.jl-njr_lf(xo)
! h—0 h

= m(D J1-dr f(x0))
)

_ﬂ-ZODjl Jr (0

Proposicién 1.28 (D" f(xg) simétrica). La forma D" f(xy) es una forma simétrica.

Demostracion. Inmediato, basta con tomar la definicién de derivada parcial segin el
andlisis. Luego las componentes son iguales por teorema de Schwarz en el caso de dos
variables. Esto quiere decir que para cualquier permutacion, resulta la misma derivada
parcial. Por tanto, es simétrica por ser invariante bajo permutaciones O

Comentario 1.29. Por la teoria antes trabajada sobre formas multilineales. Sabemos
que la norma de la derivada puede calcularse segtin el algoritmo anterior.

Proposiciéon 1.30 (Célculo de la derivada r—ésima). Sea f : R™ — R™. Se cumple la
erpresion:

8Tfl i
> Tigwr @)

{ir}CI
D" f(zo)v" = :
O fm i
Z [10x() (o)v
{ir}CI

Demostracion. Sea f : R™ — R™ r veces diferenciable en xy. Si tomamos D" f podemos
descomponerla de la siguiente forma:

1. Sabemos que D" f(zg)v" es un vector en R™
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2. Sea f; : R®™ — R la primera componente de la funcién, se cumple que D" f; €
Mult"(R™; R).

D" fi(xo)(v1,...,0,) = Z Ty vt ol

De donde, podemos obtener:

T A 7
D" fi(xo)(eny,-- - en,) = E Tiy,.iv€h, € = E Tiy,oinOhisiy -+ Ohyiiy = Thy iy
fincr (e

Sabemos que:

D" fi(xo) = DD" "' fi(x0) € L(R™; L"(R™; R))

aDT_lfl r r—1 n n r—2 n
= I ) = D ulan)en, € L (R R) = LR LR R)
h;
8 D™
OB 11 1) = L () = (D" ulan)emJens € L~ (R R) = L(R™ L™3(R™ )
81:;%0% To) = ath To) = 11%0)€hs |€hs ’ N ’ ’

(z0) = [[.. . [D"r(xo)en,] .- Jen,Jen, = D" fi(wo)(eny, - en,) € R

= —ar fl (l'o)
H}T:l@x(hﬂ‘)

D" fi(zo)(vy,...,v) = Z %(asg)v?...vff

j - v
H;Zlﬁx(hj)

Analogo para las demés funciones componentes

3. Sabemos que para la primera derivada se cumple:

Df(wo) = [Dfi(x0) ... Dfumlzo)]"= Df()=[DA) ... Dfu()]'
= 0(Ds0)) @) = [D(DAO) @) . D(DI6))

= D' f(x0) = [D" filzo) .. D fulw0)]'

Pues recordemos que Df : R* — F = L(R™;R™) mapeo entre espacios finito
dimensionales. Luego la escritura queda dada de la misma forma. Analogo para
los casos siguientes.
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4. Luego se tiene que:

D fi(xo) {ir}CI
D" f(xo)v" = : v o=
D fm(SL’(]) arfm i
Z 102 (wo)v
{ir}CI

]

Comentario 1.31. Algunas consideraciones sobre el calculo de derivadas de orden su-
perior:
1. Recordar que la derivada parcial forma por a indices aparece (""*71) veces por
k
permutaciones de los coeficientes. Luego podemos calcular de forma mas sencilla

o . . 9 f >f
utilizando esta propiedad. Asi, en vez de colocar B0y V1V2 T 3,9, V201 podemos

colocar 221 V103,

Bzay

2. Asi mismo, se pueden calcular las derivadas parciales de forma recursiva, renom-
brando variables.

Se veran ambas consideraciones en el proximo ejemplo.

Corolario 1.32 (Calculo de derivadas de orden superior de funcién polinomial). Una fun-
cion polinomial tiene como derivada de orden k aplicada sobre el vector v unas k—veces la
funcion polinomial obtenida de extraer los monomios de grado k de cada funcion compo-
nente, multiplicando a cada coeficiente la cantidad de permutaciones del monomio dado
por ("ﬂ]z*l) y los valores que aparecen tras multiplicar por los iterados de los exponentes

en la iteracion.
Ejemplo 1.33. Calcularemos algunas derivadas de la funcién:

f(z,y, 2) = (y + 4wz + 2° + 32y +yzt, 2° +9° + 2°)

sobre el vector v. En este caso tenemos:

1. Primera derivada

L (%0, Yo, 20)V1 +2 (370, Yo, Z0) V2 +2 (370, Yo, 20)V3
D f(xo,yo, 20)v = <gf:?2 6 8

52 (20, Yo, 20)V1 +9 By 2 (0, Yo, 20)V2 + (%,yo,zo)vza

_ (420 + 3130 + 3y0>?)1 + (1 + 6.1’03]0 + ZO>U2 + (4$0 + 4y028)1}3
(322 + 5xg)vy + 3ydvy

2. Segunda derivada, aprovechando las derivadas parciales que ya calculamos, pode-
mos derivar renombrando xy por x, Yo po Yy V 2o por z:
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D2f($0, Yo, Zo)”2

620v7 + Byov1va + 4v1v3 + 6Yovavy + 62005 + 423v9v3 + dvsvy + 425v305 + 12
(620 + 2023)v? + 6yv2

(61‘01)% + 12yov1v9 + 8v103 + 62903 + 825v9v3 + 12yoz§v§)

(60 + 2023)v? + 6yov?

3. Tercera derivada:

D3f($07 Yo, ZO)U3

1203 + 6v103 + 120103 + 12230902 + 24220902 + 24yo2zvs
(6 + 60x2)v$ + 6v3

(12Ui5 + 18v1v3 + 36220903 + 24yozov§’>

(6 + 6023)vs + 6v3

4. Cuarta derivada:

24200903 4 T229U905 + 2403 96200205 + 24yov3

4 4 _ _
D" f (o, yo, 20)v" = ( 120700 ) - ( 120z¢v} )

5. Quinta derivada:

240504 + 96v5v4 1200903
5 5 2U3 2U3 | 2U3
D" (@0, yo, )" = ( 12005 > N ( 12005

6. Las demés derivadas son nulas.

7. Como caso adicional, haremos la segunda derivada de f; : R* — R puede expresarse
segun el Hessiano:

633'0 63/0 4 U1

O H(f1) (0, Yo, 20)v° = (v1 vz v3) |6y 6xo 42 Vg
4 423 12y22 U3

8. Para nuestro caso, en el que trabajemos con derivadas sobre el origen, tendremos
que usualmente se simplifican a los siguientes términos:
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120v9u3\ (4! 5 vou3
12007 ) 5 v}

De donde se comprueba que para campos polinomiales, s6lo basta con considerar los
monomios de grado igual que el orden y operar sobre los coeficientes por argumento
combinatorio y de iteracién de la derivada

Comentario 1.34. Con todo el preliminar anterior, tenemos la capacidad de calcular
numéricamente las derivadas de orden arbitrario de campos vectoriales, los cuales no son
mas que funciones de un K—e.v. finito dimensional sobre si mismo.

Ahora queremos dotar al conjunto de funciones (por tanto, de campos) que tienen una
cierta suavidad (En alguna clase C* de funciones k—diferenciables con k—ésima derivada
continua) de una topologia que nos permita hacer argumentos de limite y nos permita
entender el comportamiento local de las ecuaciones diferenciales definidas por campos
cercanos y el como se relacionan entre si.

Definicién 1.35 (Clase C*). Decimos que una funcién es de clase C* si todas sus
derivadas parciales son continuas (tomas las componentes de su forma tensorial).

Definicién 1.36 (Polinomio de Taylor). Sea f : U C R® — R™ funcién de clase C".
Definimos el polinomio de Taylor de orden m < r de f en a como:

Ph() = f(a) + Df(@)h+ oD f@)h + -+ D" f(a)h™

Es decir:

Ul .
k 7 7
Pf,(h) =) +D'f(a)h
i=0
Comentario 1.37. Recordemos que por notacién de Algebra Multilineal obtuvimos que
debido a la escritura de las formas multilineales de un vector iterado, se puede escribir a
los vectores miembros de la suma que conforman el polinomio de Taylor:

k!
DFf(ax)hk =Y~ ——— 0" f@)h b

x1:...Q
la| <k 1 n

Agrupando aquellos términos con sumas iguales bajo el simbolo combinatorio:

N
o, .0 ) )
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Teorema 1.38 (Formula de Taylor para funciones reales). Sea U € e, f : U — R
funcion m + 1—veces diferenciable en U y h € R" : Lla,a+ h| C U.
Se cumple que:

3 = €(h) € Lla,a+ B : fla+h) = PP (k) + —— D" f()hmH

(m+1)
Ademds, se cumple:

_ pk
o flat ) = Py

im DG =0

Para k > 2 puede reducirse la condicion de f a k — 1 diferenciable en U y DF1f
diferenciable en x.

Demostracion. Para n = 1: Esta demostracién es parte de los cursos de Analisis. La
demostracion sera una parafrasis de aquella del texto de Rudin

fla+h) = P"(f a)(h)

hm+1
g(x) := f(x) — P™(f,x)(h) — M(x — a)™"'Va € [a,a + h]

M =

=Vl e{0,...,m+1},Va € [a,a + h], D*g(x) = D f(x) — D*P*(f,a)(h) — (H;Lflmjt 1- r)M(:E -

0,ke{0,...,m}

> DFyla) = DAfla) = DUPH(L o)) = (Wi +1 =) M(a =)™ = {Dm+1f<a> — (m+ 1)l

Procediendo inductivamente:

gla)=0ANgla+h)=0= dz; € (a,a+h) : Dg(z;) =0
(D*g(a) = 0 A D*g(ax) = 0) = 3wp41 € (a,x1) - Dg(ap11) =0
= a1 € (@, Tie1) : Dg(xp1) =0

= T € (@ Tnr) - D™ () — (4 LT = P @) ()

hm+1
hm+1
= Tmi1 € (@, Tyyr) mDme(me) = fla+h) = P"(f,a)(h)
m+1
> Fri1 € () 0+ B) = P(L)(0) + s D™ )

La segunda parte es inmediata por la division definida en R

Para n > 1:

Esta demostracion serda un parédfrasis del texto de Daniel Azagra Rueda. Definamos
el camino g(t) := f(a + th) para t € [0, 1]. Por el caso n = 1:

Jto € [0,1] : g(1) = g(0) + P™(g,a + h) +

1
(m+1)!

RSV

= fla+h)=P™(f,a)(h)+ D™ f(a + toh)
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La segunda parte resulta de considerar, dado un v € B;1[0] y fijando un ¢ nimero real
suficientemente pequefio, el siguiente argumento:

m k .
Fla+t0) = PFa)(t) = S+ t0) = 30 D @)Y = fla+t0) = fla) = 3 5D (@)
3=0 7" j=1"
Fla+tv) = f(x) = S0 BDIf()l Dz + apu)(v) — S, S Di f ()l
= Jay, € (0,1) : : = -1
t kat,v
:Hﬁwewiyf@+“0_ﬂ@;;XH%D”@Wj:Dﬂx+%ﬂwzjgyﬂﬁ”yﬂﬂw
at,v
D2+ Bn)(v) — X, P D flayd
B k(k — 1)35,2

fla+ 1) = f(@) = S 4D DF (e u00)(0) = Ty s D f ()0

= 3y, € (0,1) :

tk k!’yt,v
i D1 f (2 + y0v) (v) — DELf(2)0P =t — o, DF f(2) 0k 0
Ye,u—0+ EYi
fla +to) = flz) = YT, 507 f(x)v?
= lim & =0
t—0+ tk
+h)— Pk (h
L flan -0
h—0 [|h][*

Comentario 1.39. Definimos la nocién auxiliar de resto de Taylor como:
Ry f = f(x) = P (x —a)
1.3 Derivacion Combinatoria

2 Integral de Bochner

Uno de los principales propdsitos es tratar de identificar las principales propiedades de
funciones de manera geométrica. Ahora bien, en este proceso debemos considerar la
integracion de funciones con derivada de orden superior, sin embargo, esto solo es posible
si consideramos antes qué significa integrar sobre un espacio vectorial. Para esto, debemos
verificar que haya coincidencia con el concepto de espacio de medida usual. Una de
nuestras herramientas es la integral de Bochner.

2.1 Integral sobre tensores

2.2 Calculo sobre espacios de Banach
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