Capitulo 6

Polinomios

6.1 Construccion

Definiciéon 6.1.1 (Variable). Definimos una variable como un simbolo o letra (signo) que

representa a un objeto matematico que cumple una condicién dada

Definicién 6.1.2 (Variable numérica). Definimos una variable numérica como una variable

que representa un niimero de algiin subconjunto de algin conjunto numérico M.

Notaciéon 6.1.3. A partir de ahora tomaremos a las letras del alfabeto como variables

numéricas: "z,y, z, o, 8,w, 6,7, ...7

Comentario 6.1.4. Una variable es una representacién de un conjunto de niimeros, en ese
sentido, si el conjunto es unitario, la variable representa a un niimero. Podemos tomar esta
variable como dicho ntiimero. Es decir, podemos interpretar a los nimeros como variables

A partir de ahora, tomaremos como conjunto de variables iniciales escogidas con respecto
a un conjunto numérico M al conjunto X y a la de variables del conjunto numérico M como
Var.

Definicién 6.1.5. Una variable cuyo valor es tinico se dice constsnte

Ejemplo 6.1.6. La variable 2 que representa al conjunto {1} es una constante y para

efectos practicos (cuando consideremos las operaciones de variables) es el mismo 1

Definicién 6.1.7 (Operaciones de Variables). Sean z,y variables numéricas en el conjunto

de niimeros M. Sea f : M — M una operacién de M y k£ un nimero en M. Definimos:

1. Una operacion de variables f : Var™ — Var inducida por la variable f es aquella
que opera sobre dos variables de la siguiente forma: La variable resultante representa
a los nimeros que cumplen que son los resultados de operar de ntimeros que son

representados por x y ntmeros que son representados por y. Esto es:

flxe, ... xm) ~{f(a1,...,am) EM: z; ~a;}

(o)
2. Una operacién variable-ntimero f : Var x Ml — Var inducida por f es aquella funcién
que opera de la siguiente forma: Los niimeros que cumplen son los resultados de operar

numeros representados por x y el niimero k.
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Wk € M, f(z,k) ~ {f(a,k) €M :a € z}

Ejemplo 6.1.8. El ejemplo maés tipico es a partir de las operaciones en Z. A saber: Dados

x,y variables numéricas en Z, n € Z: x + y, x.y, nx, " son resultados de operar variables
n

entre si y variable-ntimero respectivamente. (2" = x (x,-)(1))

Comentario 6.1.9. Notamos que las variables no son conjuntos, aunque pueden rela-
cionarse con estos en el sentido de que son representantes de los objetos en el conjunto. Por
eso en la definiciéon anterior, no es correcto escribir =, sino que usamos la notacién auxiliar
~,

Cabe recalcar que la definicién anterior no depende de que el conjunto sea numérico,

sino que basta tomar un conjunto con sus respectivas operaciones (A, {f;}ier)

Definiciéon 6.1.10 (Generado). Sea X variables de (A, {f;}icr) conjunto (no necesaria-
mente numérico) con sus operaciones. Decimos que el generado de X es el conjunto de
todas las imagenes de todas las composiciones de operaciones sobre el conjunto de variables.
Es decir:

= U U O?:Jm(j)(x)

neNjeln

Donde 7, proyeccién canénica (r—ésima coordenada) y f(B) = f,(B™®)) para todo
B C Var con m funciéon que asigna a cada indice la cantidad de argumentos de su funcién

asociada,

Comentario 6.1.11. El generado se puede interpretar como el conjunto de todos los objetos
resultado de haber manipulado las variables con nuestras operaciones. Una variable esta
en el generado si existe una cantidad finita de pasos y una cantidad finita de operaciones
aplicadas para cada paso, de forma que esta variable sea resultado de haber aplicado dichas
operaciones sobre el conjunto de variables reiteradas veces.

Podemos considerar a la identidad Id 4 como una operacién propia de cualquier conjunto,
de donde se tiene X C (X). En lo sucesivo asumiremos que la identidad forma parte de las

operaciones, asi no sea escrito.

Ejemplo 6.1.12. El gencrado de {z} en (M, {x(a, ) }aem)

{z})

U U O x (ar, gy ) ({2}

neNjelIm

{az}aem U U U Ozt ! x (ar,(j), ) {az}taem)

neN—-1jeMn—1
U {17 a;x : a; € M}
neN
{az : a € M}

Proposicién 6.1.13 (Generado Invariante). El generado es invariante bajo las operaciones

del conjunto sobre el cual se construye. Es decir:
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1,y Ty € (X) = f21,...,2m) € (X)
Proof. Por definicién de generado. O

Definicién 6.1.14. El generado de un conjunto es el generado por variables constantes

asociadas a un conjunto dado.

Notacién 6.1.15. Cuando nos refiramos al generado de un conjunto de variables unitario
{z}, usaremos la expresién (x)

De manera similar, cuando sea una cantidad finita, podemos usar (x1,...,Z,)

Ejemplo 6.1.16. Vemos que el generado de 4 y 5 en (N, +) es:

<4’ 5> = U U O:L:I _T' ({475})

neNjelr

={4,5,4+5}U | J OrZ) + ({4,5,4+5})
neN

= {4,5,4+45,4+4,4+4+455+54+5+54+5+4+5}

U U Q?;fJ_r({4,5,4+5,4+4,4+4+5,5+5,4+5+5,4+5+4+5})
neN

={4n+5m : n,m € N} = 4N + 5N

De modo andlogo (4) = 4Ny (4,5) en (Z,+,—,-) es {dn + 5bm : n,m € Z}, y por
identidad de Bezout es el mismo Z

Proposicién 6.1.17 (Generado de un conjunto de nimeros). El generado de un conjunto
de variables constantes resulta en el mismo conjunto que el generado por un conjunto de

numeros.
Demostracion. Resulta de la igualdad del conjunto con respecto a su posible valor. O

Proposicién 6.1.18 (Generado bajo sumas). El generado de una variable numérica x bajo

suma resulta de la forma | J,, cy{nz}

Demostracion.

(z) = {z}u J U O + (=)

neNjel™

={z}u |J O+ ({=))

neN

= f{a}u{z20tu ) OFZ! + ({w,20})

neN—{1}

= {n‘x}neN =Nz

O

Proposicién 6.1.19 (Generado bajo producto). El generado de una variable numérica x

bajo producto resulta de la forma |J, cn{2™}
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Demostracion. Andloga a la de la suma O

Definicién 6.1.20 (Monomio en una variable). Sea z una variable numérica. Definimos
un monomio como la imagen de la composiciéon de la operacién entre variable y nimero
inducida por la potencia con la operacién entre variable y niimero inducida producto. Esto
es, una variable de la forma

]

az” =a-(2") = >O<( (z,n),a)

Un monomio en dos variables es un monomio en una variable construido sobre el conjunto
de monomios en una variable.

De forma recursiva se construye para el conjunto de monomios en una cantidad arbitraria
de variables

o o
Comentario 6.1.21. Si bien la definicién anterior es correcta en el conjunto (M, ~ (-, n), x)
a partir de un conjunto dado, podemos aprovechar la definicién de generado para lograr
explicar de forma més concisa (y general) la naturaleza de monomios/polinomios

Proposicién 6.1.22 (Conjunto de Monomios). El conjunto de monomios sobre el conjunto
de variables X es el generado de X en (M, x,{x(a, ) }aem). Al reducirse a una variable cada
elemento es un monomio en una variable y al iterar con respecto al conjunto de monomios
en una variable definido como antes, ambas definiciones coinciden

Demostracion. El conjunto de monomios tiene la forma: {a-z" :a € M,n € N}

De donde el generado verifica por ejemplo anterior y proposicién anterior. O

Definicién 6.1.23 (Polinomio en una variable). Sea x una variable numérica. Decimos que
p (variable numérica) es un polinomio en una variable si es una suma de monomios.

De manera analoga al caso del monomio se define el polinomio de varias variables.

Definicién 6.1.24 (M[X]). Se puede tomar al conjunto de polinomios sobre el conjunto de
variables X como el generado de X en (M, +, X, {x(a,)}sem). En este caso se denota al

conjunto de polinomios con respecto a las variables X como M[X].

Ejemplo 6.1.25. Tomemos los monomios: 42,327,222, 9z, 2%, 1
El polinomio que resulta de sumar todos estos es: 4x? + 327 + 222 + 9z + z* + 1
Ahora, sabemos que esto representa un ntmero entero. Por propiedad distributiva,
podemos agrupar términos con el z” en comtn. Es decir: az™ + ba™ = (a + b).a"
De donde, ordenando el polinomio y agrupando tenemos:
4224+ 32" 4+ 222+ 9z + 2t +1=32"+ 21+ (44 2)2 + 92+ 1 = 32" + 2 + 62 + 9z + 1

Definicién 6.1.26 (Algebra de términos). El minimo conjunto de la clase de variables de un
conjunto numérico que verifique que contiene al generado y es cerrado bajo las operaciones
que constituyen al generado se dice el algebra de términos asociada al conjunto de variables

y al conjunto numérico. Dicho conjunto se denota por Ty (X)

Notacién 6.1.27 (Notacién de Polinomios). Escribimos M[X] := {p € Tu(X) : p =
> finita @iT; "} conjunto de polinomios en una cierta cantidad de variables
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Definicién 6.1.28 (Funcién polinomial). Decimos que una funcién p : M — M es una
funcién polinomial si su regla de correspondencia es la de reemplazar en las variables de un

polinomio el niimero de entrada. En este caso escribimos el polinomio como p({z;} ;) =
n m(i) nj
Dimy aillZy @

Ejemplo 6.1.29. Pongamos p(z) = 422 + 7x. podemos determinar sus imagenes de forma
andloga a: p(3) =4 x (3)2+7x3=4x9+21 =5T7.

Definiciéon 6.1.30 (Coeficientes). Los nimeros que multiplican a cada monomio en la

escritura de polinomio son conocidos como coeficientes del monomio.

6.2 Identidades

Definicién 6.2.1 (Igualdad de Polinomios). Dos polinomios p,q € M[X] se dicen iguales
si sus coeficientes son idénticos con respecto a sus monomios. Es decir, si tienen la misma

escritura.

Definicién 6.2.2 (Identidad). Decimos que una identidad es una igualdad de polinomios
(que resulta de nuestras propiedades algebraicas) conveniente.

Dicha igualdad se verifica como proposicién y se denota por M E p = ¢

Es decir, en el conjunto numérico M, se verifica que los polinomios p y ¢ con sus respec-
tivas variables X son iguales

Notacién 6.2.3. La igualdad depende de las propiedades, y por tanto de las operaciones,
algebraicas. Por tanto estdn estrictamente asociadas al conjunto y las operaciones definidas
sobre él. Por tanto, dado un élgebra A = (A, F) escribiremos que una identidad dada p = ¢
se cumple en A como AFEp =¢

Proposicién 6.2.4. Se cumplen las siguientes identidades:
1. (z+y)? =22+ 20y + 92
2. (x+1y)3 =23+ 322y + 3zy® + 2
3. (Binomio de Newton) (z +y)" = <n) xly" !
0
4. (Diferencia de cuadrados) (x + y)(x —y) = 22 — y?
5. (Identidad de Legendre) (x +y)? + (x — y)? = 222 + 2y?
6. (Identidad de Legendre 2) (x +y)? — (z — y)? = 4xy

7. 22+ = (v +y)(2® —ay + 9%

=0

(Equivalentemente podemos escribir:

n—1
9. Vne2N+1,z2"+y"=(x+vy) ( Z(_l)ixn—l—iyi>
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10. 2" =yt = (z - y) ( > w"_y>

i=0
Demostracion. 1. (v +1y)? = 22 + 2zy + y°
2. (z+y)% =23+ 322y + 32y + 93
3. (Binomio de Newton) (z +y)" = é <7Z> gy
4. (Diferencia de cuadrados) (z +y)(z —y) = 22 — y?
5. (Identidad de Legendre) (z + y)? + (z — y)? = 222 + 2y?

6. (Identidad de Legendre 2) (z +y)? — (z — y)? = 4ay

7. 23+ = (w4 y) (2 —xy +y?)

8. Vn € 2N, &t 4yt = (2 +y) ( Z(—l)iw"‘iyi>
=0

(Equivalentemente podemos escribir:

n—1
9. Vne2N+1,z"+y" = (v +y) ( Z(_l)ixnliyi>

10. 2" =y = (2 —y) ( > w"_y>

6.3 Ecuaciones

Definiciéon 6.3.1 (Ecuacién). Una ecuacién es un problema matemdtico que consiste en
hallar uno u varios objetos matematico cumpliendo una condicién o propiedad.
El objeto que cumpla la condicién se llama solucion de la ecuacion

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion se dice conjunto solucién

Comentario 6.3.2. Dado que el problema consiste en hallar todos los objetos tal que se
cumple algo, podemos escribir la ecuacién en forma conjuntista como el conjunto de todos

los objetos que cumple dicha propiedad. Es decir, escribimos:

S={acAd:pl)}

Dicho conjunto es el conjunto solucién y la ecuacién es el problema de determinar S

mediante alguna otra propiedad més explicita.

Definicién 6.3.3 (Ecuacién algebraica). Una ecuacién algebraica es una ecuacién que
tienen la forma P(z) = 0 para algin (o algunos) polinomio(s) P(z). Es decir, es una
ecuacion cuya solucion es el conjunto de nimeros que son enviados al 0 via alguna funcién

polinomial.
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