Capitulo 3

Naturales, induccién, sumas y

productos

El objetivo del capitulo serd construir la representacién usual de nimero natural, asi como

de las operaciones suma y producto.

3.1 Naturales

3.1.1 Intuicién

Visualizacién 3.1.1. Vamos a visualizar (ver/dibujar imégenes que asemejen conceptos,
o a partir de los cuales los construimos) el proceso de formacién y las propiedades de los
naturales

Empecemos tomando a los objetos de forma arbitraria, por ejemplo, piedras. Empecemos

un una Unica piedra:

Ahora bien, en la realidad no hay una tnica piedra, sino que hay distintas piedras, en
la realidad las distinguimos por la ubicacién de éstas ("ésta piedra es distinta de aquella
otra” senalando con el dedo una piedra y luego la otra, y si no se pudiese, se palpan ambas
con la mano, o por medio de algiin otro sentido se perciben su olor, su sonido al impactar
con otro objeto, etc). Por tanto, el proceso de contar estd intimamente relacionado con el
de agrupar o coleccionar (sefialar lo semejante o parecido de los objetos), tanto como con
la propiedad de los objetos de existir en el tiempo (Debe haber la posibilidad de transitar
entre un estado de cosas para que podamos decir que una es distinta de otra).

Asi, nadie con un sano sentido comin se atreveria a decir que como son objetos distintos,
no existe forma legitima de decir que no puedan agruparse, ni clasificarse, ni tan siquiera
hablar de éstos objetos por ser distintos, este ente deberia ser lo suficientemente sofisticado
para distinguir todo objeto posible como una unidad (haciendo inutil cualquier didlogo
por estar en otro nivel de percepcién que el de nuestra intuicién natural) o es incapaz de
distinguir cualquier objeto de la realidad, haciendo que para éste todos sean lo mismo.
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Tales entes, si los hubiera, o estan muy por encima de nosotros, o muy por debajo, haciendo
implausible cualquier comunicacién en este aspecto. En lo sucesivo, asumiremos que el lector
entiende la nocién de coleccionar las cosas que se ha venido discutiendo durante el capitulo
2.

Ahora bien, si identifico algo (un objeto), que yo llamo roca, y también otro objeto,
con el suficiente parecido al primero como para merecer el mismo nombre, pero que no
necesariamente es el mismo objeto, también le llamaré roca, pero sabiendo que no son la
misma. Por tanto, he identificado una roca y otra roca. Por tanto puedo decir que "Hay

7

una roca y el siguiente objeto de este tipo (roca)”. Por consiguiente, "Hay una roca y su

sucesor (esto es, el siguiente objeto de su tipo: roca)”
De donde concluimos: "Hay roca = 1 y su sucesor = S(1) = 2”
Asi, queda completamente caracterizado el proceso mediante el cual se produce el conteo,

por tanto, obtendremos la siguiente imagen que representa una cantidad (no determinada)
de rocas:

ORORORORORORGRC,

Ahora bien, esto es un ejemplo, bien podriamos haber usado monedas:

OOOOOOOO

También Ovejas:

Pudimos haber determinado una cantidad (haber determinado cudndo ibamos a terminar
de contar, normalmente debido a que nuestra realidad estd limitada a nuestra existencia y
capacidad de percepcién):

KORORORORORORGKG,

HlVel"S

Y pudimos tomar cualquier orden:

ORORGRORORORORQ,

Inclusive que nuestro conteo sea implicito y que algunos objetos se perciban de forma

yuxtapuesta, de modo tal que algunos objetos estén tapados o no a simple vista:
5 10 15 20 25 30 35 40

En cualquier caso, usaremos la siguiente representacion cuando nos refiramos al proceso
de conteo: Dibujaremos la coleccién de objetos como circulos y los ordenaremos en una fila
(uno a la derecha del anterior, y as{ sucesivamente), a manera del primero, como se ve en el

grafico:
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3.1.2 Formalizacion

Axioma 3.1.2 (Axiomas de Peano). Definimos un conjunto de niimeros naturales como

aquel N # ¢ en donde se verifican las siguientes propiedades:

1. (Hay sucesor) 35 : N — N inyectiva

2. (Existe la unidad) 31 € N: (Va € N, S(a) # 1)
Esto es, el conjunto N es no vacio y hay un elemento sin sucesor.
Equivalentemente, 31 € N: 1 ¢ S(N).
O también: N — S(N) £ ()

3. (Propiedad inductiva) Para todo M C N, si M verifica (a) y (b):

(a) 1e M
(b) S(M) < M

= M=N

Comentario 3.1.3. Este ultimo listado de Axiomas puede darse como axiomas si se quiere
evitar el tedio de construir al conjunto de nimeros Naturales. Sin embargo, nosotros de-
mostraremos que en efecto existe a partir del Axioma del Infinito y nuestra teorfa de con-
juntos. Los axiomas son por lo demds, bastante intuitivos: Podemos contar objetos, hay un
ntimero a partir del cual empezamos a contar objetos (cuando distinguimos a un objeto como
tal), si yo verifico que el 1 cumple un propiedad y el siguiente cumple la propiedad, entonces

todos los que cuento verifican la propiedad (Veremos maés adelante que es induccién)
Proposicién 3.1.4 (3IN). Eziste un conjunto de Nimeros Naturales

Demostracion. .

Construiremos el conjunto a partir de: ¢ y S(a) =a U {a}

Tomemos entonces S(¢) = ¢ U {¢p} = {¢} # &

Luego S0 S(6) = S({6}) = {6} U {{6}} = {6, {6}}

Vemos que S(¢) C SoS(¢) CSoSoS(¢) C ..

Esto se corresponde al proceso de conteo, y es facil ver que nuestra intuicién de los

nimeros naturales (los de contar) se verifica a partir de el conjunto formado por la reunién

de todos estos objetos.
e Formalizando:
Decimos que un conjunto A es inductivo si verifica :
1. g A

2.zeA=zU{a}e A
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Por Axioma del Infinito, 3C' conjunto inductivo
Por lo tanto, definimos N := (\{B : B es inductivo} — {¢}
Definamos como antes, S(x) := x U {} para todo conjunto x.

1. Notemos que nuestra funcién sucesor no puede tomar a ¢ en su dominio, pues en este
caso tendriamos que hay el 1 es sucesor de algin nimero. Definamos nuestra funcién

sucesor como S|y—{¢}- En el capitulo anterior probamos que es inyectiva

2. Procedamos por contradiccién: Ja € N:a U {a} = S(a) =1= 5(¢) = {6}

Para tal caso, {a} CaU{a} C{¢} = {a} C{p}=a=¢0=>¢p=a€eN=9¢c¢c
N(=<«)

3. Dado M C N con la propiedad inductiva, sabemos que M U {¢} es un conjunto
inductivo, luego NC (MU {¢}) —{¢} =M CN=M =N

O

Comentario 3.1.5. Notemos la motivacion detras del argumento: Recordemos que la
interseccién de todos los conjuntos cuyos elementos verifican una propiedad resulta en el
conjunto minimo (bajo inclusién) cuyos elementos verifican esa misma propiedad. En este
caso, es inmediato ver que el conjunto N es inductivo, y que cualquier subconjunto con
propiedad inductiva va a estar encerrado (con la unién conveniente del elemento conjunto
vacio) entre Ny N

Comentario 3.1.6. Durante la crisis del siglo XIX- XX los matematicos tuvieron que crear
una serie de axiomas para poder preservar la mayor cantidad de sistemas matematicos ttiles
posibles, evitando redundar o crear sistemas formales muy complejos. Los axiomas de Peano
son uno de esos planteamientos para salvar toda la construccién posterior a los naturales.
Cabe recalcar que, por motivos didéacticos, estamos usando la construccién antigua de los
axiomas de Peano. La version moderna considera el cero como un natural, saltindose un
par de pasos en la demostracion.

Teorema 3.1.7. S(N)U {1} =N

Demostracion. S(N) C N. Vemos que S(N) U {1} cumple propiedad inductiva.
En efecto:

1. 1e {1} CSM)uU{L}

2. € SNYU{1} = JaeN:z=5)V(z=1) = (S() = S(S(a)) € S(N)U{1}) v
(S(z) = 5(1) € S(N) U{1}).

De donde S(N)U {1} =N O
Corolario 3.1.8 (3!1). El 1 es tunico.

Demostracion. Supongamos que hubiera otra unidad (digamos, a). Se verificaria:

Ja(#£1) eN:a ¢ S(N) = a ¢ S(N) U {1}(=<)
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Definicién 3.1.9. Definiremos los iterados de un elemento x € X bajo una funcién f :
X — X como:

f1(z) = f(x)
o0 (@) = f(f" (@), vn €N

Se llaman respectivamente el iterado n—ésimo del elemento bajo la funcién f.

Comentario 3.1.10. El teorema anterior justifica la definicién anterior, después de todo,

un natural o es sucesor de otro, o es el 1
Proposiciéon 3.1.11. f: X — X es inyectiva = Vn € N, f* : X — X es inyectiva

Demostracion. Definamos K := {m € N : F™ inyectiva}

Por hipétesis del Lema, se tiene que F' = F'! es inyectiva, entonces 1 € K

Sij € K = FJ es inyectiva = FJ*! inyectiva por Teorema de seccién anterior = j+1 €
N O

Corolario 3.1.12. Los iterados del sucesor son todos inyectivos
Proposicién 3.1.13. Vn € N, f*o f = fo f"

Demostracion. En efecto, definamos el conjunto A :={a € N: f®o f = fo f%}

Como fl=f=flof=fof=fofl=>1€A

Notamos quesic € A= fCof = fof¢= fSCof=fofof=fofof¢=fof3)=
S(c)e A

Luego todos los naturales cumplen. O

Proposicién 3.1.14. Podemos escribir al conjunto de naturales como N = {S%(1) : i €
N}u {1}
Demostracion. Veamos que tiene la propiedad inductiva (la primera parte es inmediata, el
1 estd en {S%(1) : i € N} U {1} por construccién)

Dado un z € {S(1) : i e NJU{l} = (Fj e N:z = S/(1)V(z =1) = (S(z) =
S(57(1)) = S7+1(1)) v (S(x) = S(1) = SH(1))

En ambos casos, = Ir e Nr=j+1vr=1):S5() =5"(1) = S(z) € {S(1) :i €
N} = S(x) € {S%(1) : i e N}U {1}

Por lo tanto, el conjunto tiene la propiedad inductiva y hemos probado el teorema

O

Corolario 3.1.15. Todo natural distinto de 1 se puede escribir como cadena de sucesores
de 1. Esto es,

Vn e N, S(n) =5"(1)
(Recordemos que un natural o es 1 o es sucesor de algin otro natural)
Proof. Definamos R := {r € N: S(r) = S"(1)} Veamos que R tiene la propiedad inductiva

1. De forma inmediata S(1) = S1(1) = 1€ R
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2. n€R= S(n)=8"(1) = S(S(n)) = S(S"(1)) = S (1) = S(n) € R
Por lo tanto R =N = S(N) U {1}. Luego se cumple el resultado. O

Comentario 3.1.16. La proposicién anterior nos dice que podemos escribir todos los
nimeros naturales como un conteo a partir de un niimero que no es el resultado de contar
ningdn otro (nuestro primer objeto).

Esto es, podemos "nombrar” a los naturales. La palabra nombre significa identificacién,
distincién, etiqueta. En esencia, podemos distinguir los niimeros (redundando, podemos

etiquetar las etiquetas).
Corolario 3.1.17. Ningun natural es sucesor de si mismo

Demostracion. Supongamos que no sea asi, es decir: 3z e N: S(z) =z. Siz=1= S5(1) =
1=1€ S(N)(=<«) Siz =Sy = S(S(y) =Sy = 5(5Y(1)) = 5Y(1) = SY(S(1)) =
SY(1) Por proposicién anterior, SY inyectiva, entonces S(1) =1 =1 € S(N)(=<«) .

Como la existencia de z es contradictoria, eso quiere decir que no existe tal . En otras

palabras, no hay ningin natural que verifique ser sucesor de si mismo. O
Notacién 3.1.18. Vamos a ponerles un nombre preliminar a algunos nimeros:

e 1 se llamara "uno”

o 2:= 5(1) se lamara ”dos”

o 3:=5(2) se llamara "tres”

o 4:= 5(3) se llamard ”cuatro”
o 5:=5(4) se llamara "cinco”
o 6:=5(5) se llamard "seis”

o 7:=5(6) se llamard 7siete”
o 8:=5(7) se llamara ”ocho”
e 9:= 5(8) se llamard "nueve”
e a:=5(9) se llamard "diez”
o b:= 5(a) se llamard "once”
o ¢:= S(b) se llamard "doce”
o d:= 5(c) se llamard "trece”

o e:= 5(d) se llamard "catorce”
) se llamard ”quince”

El lector nuevo a los sistemas de numeraciéon debe encontrarse confundido por el uso de
letras en vez de los comtmes 10,11, 12, ... para referirse a diez, once, doce, etc. Se espera
de este, su paciencia para lograr construir de forma natural dicha representacién. En lo
sucesivo, indicaremos (si no es evidente por el contexto) cuando una letra se refiere a un

nimero, a una funcién, a una proposicién, etc
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Ejemplo 3.1.19. Con nuestra nueva notacién, somos capaces de responder la siguiente
pregunta:

. Qué pasa si el sucesor no es inyectivo?

Basta considerar dos 3,5 que verifiquen 4 = S(3) = S(5) = 6 esto quiere decir que
4=6=.5(5(4)) =5(5(6)) =8.

Estoes,4=6=8=a=c=e= ...

Podemos hacer un argumento andlogo para otra cadena de nimeros: 5 = S(4) = S(6) =
7=5(5(5)) =5(5(7)) =9.

Estoes, 5=7=9=b=d=f=..

Ejemplo 3.1.20. Otra pregunta natural surge, jpor qué asumimos que no hay un nimero
antes del uno, siendo que en nuestra construccién (y en la construccién moderna de los
axiomas de Peano) usamos el vacio como el ”cero”?

Esta pregunta podria responderse simplemente diciendo que, en efecto, es posible em-
pezar con otra "unidad” (en el sentido que no es sucesor de ningin otro nimero) como el
cero, la papa o el azul y que no harfa ninguna diferencia (en el caso de nuestra construccion,
el vacio es la alternativa mds evidente)

Pero esta respuesta es insatisfactoria, pues transladariamos la pregunta a este nuevo
objeto y crearfamos otro objeto que rellene su lugar (y en el caso del vacio, simplemente
dirfamos que es lo méas algebraicamente conveniente).

La respuesta més natural (a nuestro parecer) radica en el hecho de que si 1 € S(N),

tenemos que:

IneN:1=58(n)=58"1)=1=8"(1)=S"(S"(1)) = ...

En este caso, los naturales serian descritos de la siguiente forma:
{1,2,...,n,5(n)=1,2,..} ={1,2,3,..n}

Por sentido comtn, sabemos que siempre podemos seguir contando. Normalmente us-
amos un indicador visual, como piedras, nudos, etc, cuando hacemos eso, si suponemos que
en algin punto debemos parar por un limitante en nuestra teoria, entonces basta decir,
llegado a ese punto, que si afiadimos una piedra, nudo, etc mas que lo que ya teniamos,

hemos superado dicho limitante.

Ejemplo 3.1.21. Por la demostracién del Teorema 3.1.3. Si suponemos que un subconjunto
propio de los naturales cumple la propiedad inductiva, entonces la razén natural nos sugiere
que los naturales pueden dividirse en varias unidades (Elementos que no son sucesores de
ningdn otro)

Veamos: A := {1,a,8}U{S(1):i € N} U{S"(a):ieN}U{SY(B):ie N}

Cumple las 3 primeras propiedades. Sin embargo, N C A cumple con la propiedad

inductiva, pero sigue siendo subconjunto propio.
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3.2 Operaciones en N

Teorema 3.2.1 (Teorema de Recursion). Sea G : A — A, para A # ¢ ya € A. Entonces
existe una unica funcion F : N — A) que verifica F(1) = a y ¥n € NJF(S(n)) = G(F(n)).

FEs decir:

VG:A— ANVae A,F(F:N— A): <F(1) =aAVn e NF(S(n)) = G(F(n))>
Proof. O

3.2.1 Suma

Definicién 3.2.2 (Operaciones). Una operacién algebraica (binaria) f sobre un conjunto
se define como una aplicacién del producto cartesiano de un conjunto consigo mismo hacia

el mismo. Esto es:

fiAxXA— A

Comentario 3.2.3. Dada la naturaleza de las aplicaciones, el resultado debe estar definido
univocamente. Hacemos esta aclaracion porque puede que la funcién se contruya a partir de
un proceso que involucre sacar informacién del objeto de salida la cual (como informacién)
no sea un objeto como tal, sino un conjunto de objetos, en este caso el resultado de la
operaciéon no debe cambiar si la elegimos esta o aquella representacion, sino que el proceso

debe determinar de forma tnica un objeto de llegada a partir de sus objetos de salida.

Definicién 3.2.4 (Funcién suma a Derecha). Definimos la funcion suma a izquierda por a

en los naturales, f, : N — N como sigue:

fa(1)

= s(a)
fa(S(b

)) := S(fa(b))

Recordemos que todo natural es o sucesor de un natural (segundo caso) o es el 1. En-

tonces hemos definido para todos los naturales el valor de la suma a izquierda.

Definicién 3.2.5 (Operacién Suma). Definimos la operacién suma + : N x N — N como

sigue:

+ (a7 b) = fa(b)
Notacién 3.2.6. Escribiremos: a + b := +(a, b)
Comentario 3.2.7. A partir de ahora, usaremos indistintamente S(n) o n + 1

Comentario 3.2.8. Todas las representaciones que hagamos de la suma que respeten sus

entradas y salidas verificando propiedades, son tutiles. En didéactica, estos son llamados
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‘métodos’, sin embargo, este nombre le queda demasiado grande, pues todos son el mismo

proceso, aunque llamados de distinta forma.
Proposicién 3.2.9 (Sumar es contar varias veces). Va,b € N,a + b = S°(a)

Proof. Empezaremos definiendo, como antes haciamos, un conjunto caracterizado con la
propiedad que buscamos probar. Si demostramos que tiene la propiedad inductiva, este
conjunto sera el propio N, luego todos los naturales verifican la propiedad dada.

Tomemos un natural cualquiera n, y definamos X,, := {m € Nyn+m = S"(n)}

Veamos que tiene la propiedad inductiva:
lL.n+1=S8(n)=S'(n)=>1€X,

2.mée X, =n+m=8"n)=n+8m)=Sn+m)=SS"n) =S5 (n) =
S(m) € X,

Luego el conjunto X,, tiene la propiedad inductiva. Por el Axioma 4 de los Axiomas
de Peano, X,, = N. Esto quiere decir que todo natural m cumple n + m = S™(n) para
cualquier natural n. Esto ultimo es lo mismo que si yo tomo dos naturales cualesquiera,
puedo construir el conjunto X,, a partir del primer natural, y el segundo natural verificara

la propiedad, en restimen: VYn,m € N,n 4+ m = S™(n) O

Comentario 3.2.10. El proceso de suma como conteo iterado nos permite visualizar la

suma como un movimiento en la cadena de iterados definida anteriormente

Definicién 3.2.11. Decimos que una operacién f es asociativa si verifica:

f(f(a7 b)’ C) = f(av f(b’ C))

Notacién 3.2.12. Cuando no quede claro cual operacién estd siendo aplicada (pueden
haber confusién con respecto al orden), usaremos los paréntesis: ”(” y ”)”, para agrupar de

forma maés precisa.
Notacioén 3.2.13. Usaremos una operacién * : X x X — X sobre X, con la misma notacién
que la suma, a * b = *(a, b).

En este caso: (a*b) * ¢ quiere decir: aplicamos la operacién * al par (a,b) y obtenemos

un resultado en X. A este resultado lo adjuntamos con ¢, formando un par. Ahora a este

par le aplicamos x.

En resumen: ((a,b) = x(axb) =1z = (r,0) = *(xxc) = y) =y=(axb)*c
Notacién 3.2.14. Con la notacién anterior, la propiedad asociativa queda como: (a+b) +
c=a+(b+c)

Proposicién 3.2.15. a+ S(b) = S(a+b)
Proof. Basta ver que a + S(b) = fo(S(b)) = S(fa(b)) = S(a+1) O
Teorema 3.2.16. La suma es asociativa. Esto es: (a+b)+c=a+ (b+c¢)

Demostracion. Fijemos un par arbitrario (a,b) € N x N. Definamos el conjunto: A := {c €
N:(a+b)+c=a+(b+c)}
Veremos que A tiene propiedad inductiva:
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e Por proposicién anterior, 1 € A

e € A= (a+b)+x=a+b+z)= (a+b)+5() =5((a+b)+z)=S(a+(b+z)) =
a+Sb+z)=a+(b+5()=Sx)ec A

Luego, Ve € N, (a+b) +c=a+ (b+¢)
Como nuestra eleccién de pares (a,b) fue arbitraria, nuestro resultado vale para todos
los pares de naturales. Es decir: V(a,b,¢) € N,(a +b)+c=a+ (b+c¢)
O

Comentario 3.2.17. El Teorema anterior nos indica que si tenemos una larga fila de
sumas consecutivas, puedo considerar cualquier orden para empezar a operar. Esto es, los

paréntesis en una fila de sumas pueden ignorarse libremente
Lema 3.2.18. VaeNja+1=1+a

Demostracion. Sea B:={ne€N:n+1=1+n}

Veamos que B tiene la propiedad inductiva:
1.141=1+1=1€¢8B

22.ze€eB=zs+l=14z=50)+1l=+)+1=(01+2)+1=1+(z+1) =
14+ S(z)= S(x)e B

De donde B = N, con lo que se sigue el resultado O
Definicién 3.2.19. Decimos que una operacién f es commutativa si verifica:

f(aa b) = f(b7 a)

Comentario 3.2.20. En otras palabras, una operacién es commutativa si no importa el

orden de los elementos a operar
Teorema 3.2.21. La suma es commutativa

Demostracion. Tomemos un = € N arbitrario. Sea C:={m e N:xz +m =m + z}.

Afirmamos que C tiene la propiedad inductiva:

e Por Lema anterior, 1 € C

cteC=ax+t=t+ar=2+5¢)=5+t)=s(t+z)=t+Sx)=t+@+1) =
t+(14+2)=0t+)+x=5St)+z=S(t)eC

De donde, y por arbitrareidad de x, tenemos:

Vn,meNn+m=m+n

Proposicion 3.2.22. Dado un n natural, no existe un natural p que cumpla n+p=mn
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Proof. Supongamos que si, en ese caso: Ip e N:n+p=mn

Sin=1,p=1=1+1=1. Pero el 1 no es sucesor de ningin ntimero

Del mismo modo, n # 1,p = 1 = n+ 1 = n. Igualmente, por proposicién anterior que
ningin natural es sucesor de si mismo

Sin=8Sm),p#l=n+p=n=p+n=n+p=n= 5"(5(p) = 95"(). Por
la inyectividad de S™. Luego S(p) = 1 pero 1 no es sucesor de ningiin nimero natural,
contradiccién (=<«<)

La existencia de ese par lleva a una contradiccién, luego no puede existir, y se da el
resultado O

Proposicién 3.2.23 (Cancelacién). Vn,m,p e N,(n=m <= n+p=m+p)

Demostracion. La primera parte es inmediata, en efecto, aplicarle una funcién al mismo
objeto resulta en el mismo resultado. Es decir n =m = n+p = f,(n) = fp(m) =m+p
Usaremos la técnica usada en la demostracién anterior. Para comenzar, veamos que si
n+p=m+p=>p+n=p+m= 84 (n) = 54®)(m) = n = m por la inyectividad de
SP O

Definicién 3.2.24 (Céalculo Numérico). Definimos calcular como el proceso de aplicar op-

eraciones algebraicas una o més veces.

Ejemplo 3.2.25. Empecemos dando algunos ejemplos de sumas:

1. Una suma estdndar (sin ningin tipo de técnica) tendria esta forma:
447 = ST(4) = S(S(S(S(S(SS@NM)) = (A1) +D)+1)+1)+1)+1)+1 = (((((5+1)+1)+1)+1)+1)+1 = ((((6+

Sin embargo, recordemos que podemos usar la commutatividad, en este caso:

447 =T+4 = SY(7) = S(S(S(S(7)))) = ((T+1)+1)+1)+1 = (B+1)+1)+1 = (9+1)+1 =a+1=b

Recordemos que podemos ignorar los paréntesis (por asociatividad). En este caso

podemos reducir nuestro proceso a:

4+7=7+4=7+14+14+14+1=84+1+1+1=9+1+1=0a+1=0D

Lo cual es mucho mas ameno.

2. Podemos sumar de forma agil términos de acuerdo a lo que se encuentre mas fijo en
nuestra memoria. Veamos el siguiente problema: Hallar el valor de 3+5+2+48+743+2

(Ya hemos ignorado los paréntesis por asociatividad).

Usando commutatividad podremos posicionar los nimeros que sumen a unos al costado
de otros. Indicaremos con signos de agrupaciéon qué niimeros suman @ y veremos como

se procede:
Verifiquemos: 3+7=5+3+2=8+2=a. Enefecto: 3+7=74+3=7T+1+1+1=

84+1+1=9+1 = a. Del mismo modo, 842 =8+ 1+ 1 = a. Asimismo,
5434+2=54+1+4+14+142=6+1+142=7+1+2=8+2 = a. Ahora agrupemos:
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[B]+(5)+{8}+[7]+(3+2)+{2} = [3]+[7]+(5)+(3+2)+{8}+{2} = [3+7]+(5+3+2) = {8+2} = [a]+(a)+{a’

Luego veremos como estos métodos se combinan con otros de otras operaciones para

dar lugar a un calculo minimamente agil

Definicién 3.2.26. Decimos que una funcién s : N — X (con X un conjunto cualquiera)

es una secuencia

Notacion 3.2.27. Una secuencia representa una lista ”infinita” de puntos o elementos de
X, la cual estd ordenada como el propio N. Es decir, vamos ”contando” los objetos en X.

Por esto, usaremos la siguiente notacion:

sp = 8(n),Vn e N

Ademads, usaremos:

{Sn}neN cX

para referirnos a que la secuencia es "como un conjunto de puntos” en ”"X”, los cuales
toman como indices (recordemos del capitulo anterior que son como identificadores) al con-

junto de los naturales (es decir, estdn identificados o nombrados por estos).

Formalmente, si ran(s) C X = {s,}nen € X

Definicién 3.2.28 (Sumatoria). Dado {a,}neny € N secuencia de nimeros naturales. Es-

cribiremos:

1
Z a; ‘= aq
i=1
n+1 n

E a; = E ai+an+1
i=1 i=1

n
Esto es: E a;=a1+as+az+....+ap
i=1
Notacion 3.2.29. Cuando nos dan sélo una lista de ntimeros, consideramos que todos
los demés son 1 o 0 (si usamos los axiomas de Peano en su versién moderna). Ademés,

escribiremos:

Cuando queramos referirnos a la secuencia a,, = a,Vn € N. Es decir, a : N — X es la

funcion constante con valor a
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3.2.2 Producto

Definicién 3.2.30 (Funcion producto a izquierda). Conocida la operacién suma, definamos

la funcién producto a izquierda g, : N — N de la siguiente forma:

Definicién 3.2.31 (Producto). Definimos la operacién producto o multiplicacién como
x : N —= N como:

x(a,b) = ga(b)

Notacién 3.2.32. Escribiremos ab = a.b = a X b = x(a,b) indistintamente y como nos

plazca
Proposicién 3.2.33 (Multiplicar es Sumar varias veces). Se verifica:

b
Va,b € Nja.b= Za
i=1
d
Demostracion. En efecto, definamos: D :={d € N: a.d = Z a}
i=1
Afirmamos que el conjunto D tiene la propiedad inductiva:

1
Lal=g/(l)=a=)» a=1€D
i=1
b
2. Supongamos que b € D = a.b = Za = a.5(b) = go(S()) = go(b) +a=ab+a=
i=1
S(b)

b
Za+a:2a:>5(b)€D
i=1 i=1

b
Luego D = N, entonces Va,b € N, a.b = Z a O
i=1
Comentario 3.2.34. La proposicién anterior quiere decir que multiplicar por b a la derecha
es lo mismo que sumar b veces el niimero a
Es por eso que en inglés se usa la expresion : ’'b times a’ y en espanol se usa: ’'b veces a’.
Ambas quieren decir lo mismo. Estamos sumando (jcudntas veces?) b veces, el niimero

(;qué nimero?) a.

Proposicién 3.2.35. El producto verifica:

a.l=a

a.S(b)=ab+a

Proof. a.l1=g,(1)=a
Ademés a.(b+1) = go(b+1) = go(b)+a = a.b+a. Luego se sigue de forma inmediata. O
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Teorema 3.2.36. El producto verifica lo siguiente:

Va,b,c € N;a.(b+¢) =a.b+a.c

Decimos de esta propiedad que el producto se distribuye a la izquierda con respecto a la

suma

Demostracion. Veamos, definamos el conjunto E :={y € N:a.(b+y) = a.b+ a.y}
Afirmamos que E cumple propiedad inductiva:

1. a.(b+1)=a(S0) =abt+a=ab+al=1€FE

2.ye E=alb+y) =ab+ay = ad+Sy) =a(SO+y) =alb+y) +a=
ab+ay+a=ab+a(y+1)=ab+aSy) =Sy eFE

Esto quiere decir que E = N, lo que a su vez implica: Va,b,c € N,a.(b+¢) = a.b+a.c O

Teorema 3.2.37. De forma andloga, el producto verifica:
Ya,b,c € N, (a+b).c=a.c+b.c

Decimos de esta propiedad que el producto se distribuye a la derecha con respecto a la
suma

Demostracidn. La prueba es casi idéntica a la anterior: E' := {w € N: (a+b).w = a.w+b.w}

Afirmamos que E’ cumple propiedad inductiva:

1. (a+b).l=a+b=al+bl=1€F

2. we E = (a+b).w = a.w+bw = (a+b).S(w) = (a+b).w+(a+d) = a.w+bw+a+b =
aw+al+bw+bl=a(w+1)+b(w+1)=aSw)+bS(w)=Sw)eFE

Esto quiere decir que E’ = N, lo que a su vez implica: Va,b,c € N, (a+b).c = a.c+b.c O
Teorema 3.2.38. El producto es asociativo

Demostracion. Definamos el conjunto F := {c € N : (a.b).c = a.(b.c)}

Afirmamos que E cumple propiedad inductiva:
1. (a.b).1 = gap(1) =ab=a.(g(1)) =a.(bl)=1€F

2. ¢c€ F = (a.b).c = a.(b.c) = (a.b).5(c) = gap(S(c)) = gan(c) + a.b = (a.b).c+ a.b =
a.(b.c) +a.b=a.(b.c+b) = a.(gs(S(c))) = a.(b.S(c)) = S(c) € F

Luego, Va,b,c € N, (a.b).c = a.(b.c) O
Lema 3.2.39. a.1 = l.a

Demostracion. Veamos, definamos el conjunto G := {r e N:r.1 = 1.r}

Afirmamos que G cumple propiedad inductiva:

1.11=11=1€¢@d
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2.reG=rl=1r=850r)l=gsnl)=8r) =r+l=rl+1=1r4+11=
1.(r+1)=1.(5(r)) = S(r) e G

Luego, Va € Nya.1 = 1.a O]

Teorema 3.2.40. El producto es commutativo

Demostracion. Procedemos como antes, tomando un a natural arbitrario, definamos el con-
junto H :={h € N:a.h = h.a}

Afirmamos que H cumple propiedad inductivas:

1. Por Lema anterior: a.l=1.a=1€ H

2. zeH=az=za=aS(z)=az+a=za+la=(z+1).a=5(z)a= S(kz)e H
Luego, Va,b € N,a.b = b.a O

Comentario 3.2.41. No se puede dejar de recalcar lo IMPORTANTISIMO que es com-
prender estas propiedades. De hecho, este es el corazén del producto, su esencia. El hecho
de que podamos relacionar producto y suma implica que las estructuras algebraicas que sur-
jan de estas operaciones gozan de multiples propiedades. Un ejemplo de estas aplicaciones
(aunque a nivel numérico) la veremos cuando tratemos de optimizar la velocidad de nuestras

multiplicaciones, a fin de lograr mayor rapidez y calculo mental.

3.2.3 Potenciaciéon

Definicién 3.2.42 (Funcién potenciacién). Definimos la funcién h, : N — N como sigue:

Definiciéon 3.2.43 (Potenciacién). Definimos la operacién potenciacién = : N x N — N

Ccomo:

“(a,b) := hqa(b)

Notacién 3.2.44. Escribiremos a® = “(a, b)

Definicién 3.2.45 (Productoria). Dada una secuencia {by, } men

by = b

e

n

b =bng1. [] b5
j=1

—

1

J
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Notacion 3.2.46. Usamos de manera andloga al caso de la sumatoria:

i=1
para referirnos a la secuencia b, = b,Vr € N

Proposicién 3.2.47 (Potenciacién es Multiplicar varias veces). Dados a,b naturales arbi-

trarios, se cumple:

u u
2. uED’:a“:Ha:a“'H:a.a“:a.Ha: Ha
i1 i=1 i=1

El lector ya debe estar familiarizado con este tipo de argumentos y ya debe ser capaz de

saber por qué se cumple la proposicion. O

Comentario 3.2.48. La proposicién anterior muestra que la relacién que tiene la potencia
y el producto es andloga a la que tienen la suma y el producto. En ese sentido, parece
natural querer seguir con este razonamiento y crear tantas operaciones como nos plazca
(Potenciamos multiples veces, a esa operacion, la repetimos multiples veces, a esta tltima,
la repetimos multiples veces, a esta iltima...). Recordemos que nuestro anterior comentario
hizo hincapié en lo ttiles que eran las propiedades algebraicas que relacionaban a la suma

y al producto. Verificamos que la potencia no cumple casi ninguna
Recordemos la definicién de contraejemplo:

Definicién 3.2.49 (Contraejemplo). Un contraecjemplo es una técnica de demostracién
que consiste en presentar un objeto con una propiedad no deseada (Si la propiedad es
muy especifica y poco intuitiva, llamaremos al contraejemplo patolégico, cual si fuera una
enfermedad en nuestra teorfa), de este modo probaremos que la propieda no se cumple para

todos los objetos

Proposicién 3.2.50. La potenciacion no es asociativa, ni commutativa, ni distributiva con
respecto a la suma (en ningin lado), ni tampoco es distributiva a izquierda con respecto a

producto.

Demostracion. Veamos dos contraejemplos:

1. Calculemos (22)3 y 2(2%): (22)3 = (22),(22).(22) = (2.2).(2.2).(2.2) = 4.4.4 y 2®") =
2(2.2.2) — 98 = 9929292222 =4.4.4.4=. Ahora bien, escribamos m = 4.4.4. Si fuera
asociativa, se cumpliria: (ab)c = a®*) para todos a,b, ¢ naturales. Con nuestro caso
particular: (22)% = 22" = m = m.4 = m.3 4+ m = §™3(m) Lo cual es imposible. Es

decir, hemos llegado a una contradiccion (=<«)
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2. Calculemos 23 y 32: 23 =222 =8, 32 =3.3 =9. Si la potenciacién fuera commuta-

tiva, se cumplirfa: a® = b?, en cuyo caso: 8 =23 =32 =9 = S(8)(=<«).

3. (14+1)2=2%2=4%#2=12+ 12 Luego no es distributiva a derecha con respecto a la

suma

4. 2042 = 93 — 8 £ 5 = 244 = 2" + 22, Luego no es distributiva a izquierda con

respecto a la suma

5. 2020 =92 = 4 £ 8 = 2.4 = 2122, Luego no es distributiva a izquierda con respecto

al producto

O

Proposicién 3.2.51 (Distributiva a derecha). La potenciacién es distributiva a derecha

con respecto al producto. FEsto es:

Va,b,c € N, (a.b)® = a®.b°

Demostracién. Tomemos el conjunto L = {I € N : (a.b)! = a’.b'}

(a.b)t = a.b=a'.b?

Siv e L = (ab)? = a’b’ = (a.b)’! = (ab).(a.b)’ = (a.b).a’b’ = a.a’.b.b’ =
attytl =p+1€l

Luego la propiedad se cumple O
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3.3 Orden

3.3.1 Orden en N

Recordemos las definiciones de relacién de orden parcial y total del capitulo anterior:

Definicién 3.3.1 (Orden Parcial). Decimos de una relacién binaria R en un conjunto X,

que es un orden parcial o preorden si verifica:

1. (Reflexiva) (z,z) € R

2. (Antisimétrica) ((x,y) € R) A ((y,x) € R> =>zr=y

3. (Transitiva) ((x,y) € R) A ((y,z)) €eR= (z,2) €R
Comentario 3.3.2. Recordemos que podemos escribir de forma andloga:

1. (Reflexiva) zRx

2. (Antisimétrica) xRy AyRx = x =y

3. (Transitiva) Ry A yRz = xRz

Ademds si R es un conjunto parcial, entonces (X, R) se llama un conjunto parcialmente

ordenado o (alternativamente) poset

Definicién 3.3.3 (Orden Total). Decimos que un orden parcial R sobre un conjunto X es

un orden total si ademas, verifica

(Dicotomia) Vz,y € X, (xRy) V (yRx)

Visualizacién 3.3.4. Veamos como se graficaria, intuitivamente, el conjunto de los niimeros
naturales.

Empezamos con el 0 que estd dado por hecho en la construccién (Aunque no forma parte
de los naturales y por tanto no estd “activo”):

@)

0

Agreguemos el 1 que tenemos dado por Axiomas de Peano:

O [ ]

0 1

Agreguemos los sucesores uno a la derecha del otro:

O o o [ J [ ] [ ] e o o

0 1 2=5(1) 3=5(@2) 4=53) 5=25)

Notamos que al ser graficado de esta forma, podemos ver cierta nocién de cémo funcionan

las operaciones. En efecto, el sucesor consiste en avanzar al siguiente punto de la cadena:

©)
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Observamos que la suma se puede interpretar como una translacién (o movimiento), en
una misma direccién. Es decir, podemos imaginar sumar a la derecha como movernos de
acuerdo a la flecha a partir de un ntimero dado. El lector puede verificar que el siguiente
diagrama coincide con nuestros resultados usuales sobre la suma.

o ) ) ) ° ° e o
0 1 2 3 4 5
s
+1 +1 +1 +1
o ) ) ) ° ° e o
0 1 2 3 4 5
U ———————
+2 +2
I
+2 +2
o ) ) ) ° ° e o o
0 1 2 3 4 5
| > >
+3
T
+3
L .|
I 13 1

Comentario 3.3.5. El lector debe advertir de nuestra visualizacién anterior, que un ntimero
x estd mas a la derecha de otro y si puedo encontrar una flecha +p que me translade de z
hacia y (esto es, existe un nimero natural p que verifica: x + p = y). Equivalentemente,
puedo ver que un ntmero estad a la derecha de otro si en la cadena de flechas que conducen
hasta y desde el 1, en algiin momento encontramos a x. El lector es libre de verificar que

ambos métodos son equivalentes. En vista de eso, formularemos la préxima definicion.
Definiciéon 3.3.6 (Orden en N). Definimos la siguiente relacién en N:
r<y <= JpeN:izt+p=y < FgeN: 8 z)=y < yec{S'(z):icN}
Es decir, tendremos que = < y, "z es menor que y” si z forma parte de la cadena de
sucesores de 1 que construyen a y .

Notacion 3.3.7. Diremos de foma analoga que "y es mayor que x” si y > x y lo escribiremos

como y > .
Lema 3.3.8. Vn(#1) e N,1<n

Demostracion. Sabemos por proposicién anterior que N = {S%(1) : i € N} U {1}
SineN-—{1}=ne{S(1):ieN}=FieN:n=S(1)=1<n O

Notacién 3.3.9. Denotaremos por z < y cuando queramos decir que (z < y) V (x = y)

Andlogamente, denotaremos por Denotaremos por & > y cuando queramos decir que (z >
y)Vi(z=y)

Teorema 3.3.10 (Tricotomia). Sean z,y € N, dos naturales cualesquiera. Se da uno (y

sdlo uno) de los siguientes 3 casos:
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1.x=y
2. x <y
3 y<uwz

(Esto es, si se da el primer caso, no puede darse ni el sequndo ni el tercero, si se da el
sequndo, no puede darse ni el primero ni el tercero, y si se da el tercero, no puede darse ni

el primero ni el sequndo. Ademds, debe darse alguno de ellos si o si)

Demostracion. 1. Veamos la exclusividad:

(a) Supongamos que x =y. Eneste caso, siz <y=>zx<x=IpeN:z+p=ua.
Ningiin ntimero puede cumplir eso por proposicién anterior. Es decir que no
puede darse a la vez ¢ = y y x < y. Analogamente, no pueden darse al mismo

tlempozr =yyx >y

(b) Supongamos que z <y y x >y. En este caso Ip,¢ e N: (v +p=y)A(y+¢=
)= (x+p)+q=2= 2+ (p+q) = z. Esto es imposible por proposicién
anterior.

Ahora bien, estos son todos los casos posibles

2. Veamos la necesidad: (Alguno de ellos se debe cumplir)

Definamos la siguiente relacién T' como sigue: zTy si (z = y) V (z < y) V (z > y).

(Nétese que nunca se afirma que T sea un orden)
Fijemos un z arbitrario y definamos el conjunto Y, := {y € N: 2Ty}

Recordemos de la proposicién anterior que x € N = {S%(1) : i € N} U {1} = (z =
HV(EFieN:z2=511)=(z=y)V(z>1)=2Tl=>1€Y,

Ahora bien, supongamos § € Y, => 2T = (e =0)V(z<p) V(e >p)= (z=8<
B+ V(< B<B+1)V(x>p)

En los dos primeros casos x < 3 + 1.

Para el dltimo caso (z > 8): 3t € N: z = 54(3).
Sit=1=xz=5(5).
Sit#1=3aeN:it=a+1l=z=5%5B)=xz>p+1
En todos los casos 13

Quiere decir que Y, = N. Por arbitrareidad de x se sigue el resultado

Proposicion 3.3.11. < es un orden total
Demostracion. 1. (Reflexiva) z =2z =2 <z

2. (Transitiva) (z < y) A (y < z) = (z < 2) Va = z. Con el primero resultando de la
apariciéon de < en alguna de las dos hipdtesis, mientras que el segundo sucede si no

aparece
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3.

(Antisimétrica) (z < y) A (y < x). Si se diera (en el primer caso) z < y, tendriamos
que todas las posibilidades del otro (del segundo caso) son imposibles por tricotomia.
Luego = = y es la tnica posibilidad

O

Afirmacion 3.3.12 (Propiedades del Orden en N). Se cumplen las siguientes propiedades:

1.

2.

VneNn<n+1

Vn,meN,n<n+m

(Regla del Sandwich) ¥n, m € N((n <m)A(m<n) :>n:m)
VneN,Vm e N-{1},n <nm

Va,b,c e N;(a<b <= a+c<b+c)

Va,b,c € N, (a <b <= a.c < b.c)

Sean a,b, c,d naturales. (a < b) A (c<d)=a.c<bd

Demostracion. 1. Por definicién, 1 € N cumple el resultado

Por definicién, m € N cumple el resultado

Si se cumplen las dos hipdtesis, y no se da la igualdad, debe darse la desigualdad
estricta en doble sentido, contradicciéon

nm=n.(A(m)+1)=nA(m)+n=n+nA(m)=n<n+nAlm)=nm

(=)a<b=3qeN:a+qg=b=b+c=a+q+c= g€ Ncumple (a+c)+q = (b+c).
Es decir: a+c<b+c

(<) Veamos para el caso de ¢ # 1:
atc<b+c=3geN:(a+ec)+q=(b+c)= S(a+q) = S4)(b). Por
inyectividad de S4(9), a + ¢ = b. Luego ¢ verifica en la definicién que a < b

Va,b,c € N, (a <b <= a.c < b.c)

Sean a,b, ¢, d naturales. (a < b) A (¢ < d) = a.c < b.d

3.3.2 Ordinales y Cardinalidad

Definiciéon 3.3.13 (Relacién de orden estricta).

Definicién 3.3.14 (Conjunto Transitivo).

Definicién 3.3.15 (Ordinal).

Proposicién 3.3.16 (Propiedades de ordinales).

Definiciéon 3.3.17 (Definicién alternativa de N).

Definicién 3.3.18 (Axiomas de Peano (versién Moderna)).
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Teorema 3.3.19 (Forma Normal de Cantor).

Corolario 3.3.20 (Orden en N usando definicién alternativa).

Definicién 3.3.21 (Cardinalidad).

Corolario 3.3.22. Todo conjunto tiene como cardinal al menos a si mismo.
Definicién 3.3.23 (Conjunto finito).

Definicién 3.3.24 (Conjunto Infinito).

Definicién 3.3.25 (Secuencias). Una secuencia es una funcién cuyo dominio son los natu-

rales
Teorema 3.3.26. El conjunto de los numeros naturales es infinito

Teorema 3.3.27. El conjunto potencia de un conjunto finito tiene como cardinal al resultado

de multiplicar el cardinal del conjunto veces el 2. Esto es:
Notacion 3.3.28. Definiremos la cardinalidad de cualquier ordinal como:

Teorema 3.3.29. No existe biyeccion entre conjunto de todas las secuencias de numeros

naturales y los naturales
Proof. O

Proposiciéon 3.3.30. El conjunto de todas las secuencoas de naturales tiene cardinalidad :
2%o

Comentario 3.3.31. El lector méas atento se habrd dado cuenta de lo que lo anterior

significa: Hemos encontrado infinitos mas grandes que otros.

3.4 Escritura

En esta seccién, usaremos la anterior definicién de ntimeros naturales (La que incluye al 0

como numero natural)

Proposicién 3.4.1 (Divisién en N). Dado dos nimeros naturales n,m arbitrarios, con
m < n. FEziste un dnico par de numeros naturales q,r que verifican n = mq + r con
0<r<m

Demostracion. En efecto, basta tomar el conjunto {n — mp : p € N} C N. Recordemos que
n—mleN=1¢e{n—mp:pecN} luego {n —mp : p € N} # ¢. Ahora bien, sabemos
que tiene minimo por el buen orden de N, luego Jlr := min{n — mp : p € N}. Sabemos
quer € {n—mp:p €N} =3py € N:r=n—mpyg = r+mpy =n. Sisuponemos que
r>m=(r—m)=n—mpg—m=n—m(py+ 1) € {n —mp: p € N}, pero sabemos que

r —m < r el cual es el minimo, es decir, contradiccién (=<) O

Teorema 3.4.2 (Bases de numeracién). Sea S(m) un nidmero natural distinto de 1 arbi-
trario, fijo. ¥n € N, 3k € N:

k
Mai i€ L} Clnin= air(S(m))’

i=1
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El lector no debe confundirse por la notacion, lo que estamos afirmando es que para todo
natural, hay una lista de algunos nidmeros naturales, indexados por algun Iy, que verifica que

n puede escribirse (o determinarse) enteramente a partir de los nimeros 1,2, ..., m.

Definicién 3.4.3. Sea S(m) un nimero natural distinto de 1 arbitrario, fijo. Definimos la

funcién B,, : N — NN representacién base m, como sigue:

B(n) ={a;:i €N}
Donde: Sii < k = a; son del teorema anterior. Sii >k = a; =0
Proposicién 3.4.4. B,, es inyectiva
Corolario 3.4.5. B,, : N — B,,(N) tiene inversa

Notacién 3.4.6. Como la funciéon B,, : N — B,,(N) tiene inversa, podemos escribir todo

nimero natural de la siguiente forma:

n = ajagas....ag

De hecho, toda secuencia descrita como en el lado derecho representard un tinico nimero
natural. De ser asi, decimos que cada a; es un digito de la representaciéon base m. Ademas,

decimos que el nimero esta escrito en base m.

Comentario 3.4.7. cuando tomemos m = S(9), obtenemos la representacién comin de

siempre.

Teorema 3.4.8 (Cambio de Base a 10). Podemos efectuar un cambio de base arbitraria a
base 10

Teorema 3.4.9 (Cambio de Base 10 a cualquiera). Podemos efectuar un cambio de base

de la base 10 a una base arbitraria

Corolario 3.4.10 (Cambio de Base arbitrario). Podemos cambiar de base de forma arbi-

traria

Ejemplo 3.4.11 (Productos de 2 digitos Veloces). Usamos distributiva, presentas nocién

de producto notable:

Definicién 3.4.12 (Base Binaria). La base 2 es llamada base Binaria y los nimeros escritos

en dicha base se llaman nimeros binarios

Comentario 3.4.13. Todo artefacto electrénico sélo es capaz de interpretar 2 procesos: El
flujo de la corriente y la ausencia de este. En este sentido, crear una logica lo suficientemente
robusta para darle instrucciones a un computador consiste en simplemente verificar que un
componente este prendido y otro este apagado.

Con todo lo anterior hemos cubierto la légica, pero el axioma del infinito no parece leerse
de forma sencilla en términos de 0 y 1, con lo que nuestra construcciéon de los naturales no
parece llegar mas lejos.

Con esto en mente, el cambio de base a base binaria (o base 2) es perfecto, pues permite
representar nimeros de todo tipo en térmimos de 0 y 1.

Otras propiedades es que algunas operaciones aritméticas reducen su complejidad debido

a que pueden expresarse de forma mas sencilla
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