Capitulo 13

Intro a la (Geometria:
Geometria plana, Angulos,
triangulos, poligonos,

Circumferencia, cuadrilatero

13.1 Axiomas de Hilbert

Definiciéon 13.1.1 (Geometria de Incidencia). Sea X un conjunto arbitrario y F C P(X)
familia de subconjuntos de X. Decimos que (X,F) es una geometria de incidencia si se

satisface:

1. Ve,ye X(x#vy),LeF z,yel
2. VLeF,Az,ye X(x#£y):x,ye L

3. vy, 2€ X:(PLEF:a,y,2€ L)

Las 3 condiciones anteriores se llaman axiomas de Incidencia.

Los elementos del conjunto X se dicen puntos. Los elementos del conjunto F se dicen
lineas rectas (abreviaremos diciendo que son rectas).

Los puntos en una misma linea (recta) se dicen colineales. En ese sentido, se pueden re-
formular los axiomas diciendo que dos puntos siempre son colineales, que toda recta contiene

al menos dos puntos y que existen 3 puntos no colineales.

Comentario 13.1.2. Podemos definir geometria de incidencia de forma maés rigurosa uti-
lizando un triple (P, B, I). Ese triple, P es un conjunto de puntos, B un conjunto de bloques,
I una relacién de incidencia. En este sentido, usamos pIB con p € P, B € B, cuando nos
referimos a que p "estd” en B. Es decir, extendemos la nocién de estar en un objeto méas
alld de la relacién de pertenencia, pues a la hora de entrar en contextos més patoldgicos/es-
peciales, a veces los objetos que representan a bloques no tienen por que ser conjuntos de

puntos.
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Para nuestra discusién actual, sélo requerimos de la relaciéon de pertenencia, por lo que
nos limitaremos a usar € y familias de subconjuntos, en vez de conjuntos de bloques y puntos
arbitrarios.

Proposicién 13.1.3 (#£, N Ly < 1). La interseccion de dos recta distintas es a lo sumo

un punto. Es decir, dos rectas tienen a lo sumo un punto en comaun.

Demostracion. Dos rectas distintas pueden tener un punto en comin. Basta tomar por el
axioma 3 a los tres puntos no colineales x,y, 2. Tomemos a la recta £, , que contiene a z,y
y la recta £, . que contiene a y, 2,

Se verifica: y € L, N L, ..

Si fueran la misma recta, entonces x € L, , = Ly .,z € Ly ,, de donde z,y,z € L, , lo
cual contradice que los puntos sean no colineales.

De donde existen rectas distintas con interseccién no vacia.

Ahora bien. Supongamos que haya dos rectas £, M, con mas de dos puntos en comun.

Entonces, por primer axioma:

a,bEX:>E|!,C(]€J_‘.ZCL,b€£()

Por unicidad: Lo=L =M= L =M.
Es decir: Dos lineas rectas distintas pueden tener interseccién vacia o no vacia. Si es
no vacia, y tienen més de un punto de intersecciéon, entonces son la misma, contradiccion,

luego sélo pueden tener un punto en la interseccion. O

Definicién 13.1.4 (Lineas paralelas). Dos lineas rectas distintas son paralelas si su inter-
seccién es no vacia. Es decir, si no tienen puntos en comun.

Decimos que toda linea recta es paralela a si misma.

En cualquiera de los dos casos, usamos la notaciéon £ || M para decir que la linea recta

L es paralela a la linea M

Comentario 13.1.5. La definicién anterior se puede reformular como que dos lineas rectas
son no paralelas si su interseccién es un conjunto unitario. Dos rectas son paralelas si no

son no paralelas

Definicién 13.1.6 (Axioma de Playfair/Player). Para cada punto y cada linea recta, hay a
lo sumo una linea recta conteniendo al punto dado y que sea paralela a la linea recta dada.
Es decir:

#{EQE]:ZQTEEQHE}Sl

Comentario 13.1.7. El udltimo axioma no es parte de los axiomas de la geometria de

incidencia.

Definiciéon 13.1.8 (Geometrias isomorfas). Decimos que dos geometrias de incidencia
(X,F),(Y,G) son isomorfas si existe una biyeccién ¢ : X — Y verificando:

p:LEF—o(L)eg

Es decir, que la imagen de lineas rectas sean lineas rectas. O lo que es lo mismo, que la

biyeccion envie lineas rectas en lineas rectas.
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En tal caso, se denota (X,F)

isomorfas bajo ¢

(Y,G) para referirnos a que ambas geometrias son

Definiciéon 13.1.9 (Automorfismos). Un automorfismo de una geometria de incidencia es

un isomorfismo de geometrias de incidencia con respecto de si mismas.

Definicién 13.1.10 (Axiomas Relacionales). Definimos la relacién entre un punto y un par

de puntos * C X2 x X que verifica:
1. (A,C,B) € x = (A, B,C € L) A ((C, A, B) € %)
2. VA, B X(A#B),3C: (A,C,B) e+
3. VAy, Ay, Az € L(#{A1, Az, A3} = 3),((A1, As, A3)A(As, A, A1)A(A3, Ay, As))

4. (Pasch) Sean A, B, C no colineales, con L : A, B,C ¢ L. Se verifica:

(DeL)AN((A,B,D)e D))= (IEe€ L:(A,C,FE) e «xA(B,C,E) € %)

En ese caso decimos que la relacion x es “estar en medio” y denotamos (A,C, B) €
x <= Ax Bx(C para decir que B estda en medio, o entre el par de puntos A, C. Es decir,

decimos que B esta entre Ay C

Comentario 13.1.11. Siguiendo la notacién y la expresién de los axiomas, podemos ree-

scribirlos como:

1. ”Si un punto B estd entre dos puntos A, C, entonces son colineales y B se ubica entre
dos puntos C, A”

2. 7Para dos puntos distintos A, B, existe un punto que extiende a la recta que pasa por
A, B de forma que B esta entre A, C”

3. "Dados 3 puntos distintos en una recta, uno de ellos esta entre los otros dos”

Para el cuarto axioma relacional necesitamos introducir la definicién se tridngulo y seg-
mento.

Notar que A se refiere a la disyuncién exclusiva.

Definiciéon 13.1.12 (Segmento). Dados A, B € X puntos distintos, definimos al conjunto
conformado por A, B y todos los puntos entre ellos como el segmento de recta AB. Es decir:

AB={A,B}u{Ce X :AxCxB}

Proposicién 13.1.13 (AB — {A, B}). Todo segmento determina tinicamente sus extremos.
Es decir, para algin segmento C, existen 2 puntos unicos A, B, sus extremos, los cuales
verifican que C = AB

Demostracion. O

Definicién 13.1.14 (Tridngulo). Definimos a un tridngulo como la unién de 3 segmentos
de recta (AB, AC, BC) inducidos por 3 puntos no colineales (A, B, C).

Los 3 piuntos A, B,C que inducen al triangulo se llaman los vértices del tridngulo.
Los segmentos AB, AC, BC se llaman los lados del tridngulo. El tridngulo se denota por
tridngulo ABC
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Comentario 13.1.15. Podemos reformular el 4to axioma relacional (De Pasch) como:
"Dado un tridngulo, si una recta entra por un lado (no pasa por ningin vértice y contiene
un punto de algin lado del tridngulo), entonces sale por uno de los otros lados”.

Proposicién 13.1.16 (ABC — {A, B,C}). Todo tridngulo determina dnicamente sus vér-
tices. Es decir, para algun triangulo T, existen 3 puntos unicos A, B,C, sus vértices, los

cuales verifican que T = ABC
Demostracion. O

Proposicién 13.1.17 (Separacién del Plano). Sea £ una linea recta. Entonces el conjunto
de puntos X — L puede dividirse en dos subconjuntos no vacios S1,Ss (X — L = 51U Sy A
S1 NSy =0) que verifican:

1. Sean A, B ¢ L puntos. Entonces (Fi € {1,2}: A,B€ S;) < ABNL=1

2. Sean A,C ¢ L puntos. Entonces (A€ S;) A (C € Sj))(i #j) < (#ACNL=1)

Decimos que S1, Sy son los dos lados de L
Para puntos que satisfagan el primer caso, se dice que estdn del mismo lado de L.

Para puntos que satisfagan el seqgundo caso, se dice que estan de lados opuestos de L
Demostracion. O
Proposicién 13.1.18 (Separacién de la Recta).

Demostracion. O

Definicién 13.1.19 (Rayo). Dados dos puntos distintos A, B, definimos al rayo A_>B como el
conjunto consistiendo por A y los puntos de la tnica recta que pasa por A y B que verifican
que estéan del mismo lado de A que el punto B (En la misma orientacién con respecto de A
que el punto B).

El punto A se dice el origen o vértice del rayo.

Definicién 13.1.20 (Angulo). Un dngulo ZBAC es la unién de dos rayos AHB, AHC con un
mismo vértice, con distinta linea recta que los induzca.

El interior de un angulo ZBAC consiste en todos los puntos D que verifican que D, C
estdn del mismo lado de la linea AC.

El interior de un tridngulo ABC es el conjunto de puntos interiores de los 3 dngulos que

lo conforman.
Teorema 13.1.21 (Teorema del Cruce).
Definiciéon 13.1.22 (Axiomas Relacionales). 1.
2.
3.

Teorema 13.1.23 (= es rel. de equivalencia). La congruencia es una relacion de equiva-

lencia en el conjunto de segmentos

Demostracion. O
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